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まえがき
この講義録は，もともと故荒川恒男氏（立教大）が早稲田大学での講義（2002年）ノー
トとして作られた原稿を下敷きに，私の幾つかの大学での集中講義の内容などを加えて作成
したものをWeb上で公開したのが始まりで，その後 2005年に立教大学から講義録として出
版されていたものである．既にその冊子は品切れの状態であるが，Web に置いているノー
トはそれなりの需要があるようなので，今回新たに増補修正を行って，九州大学グローバル
COEプログラム「マス・フォア・インダストリ」のレクチャーノートとして発刊していただ
くことにした．

多重ゼータ値の研究は 18世紀の Goldbach, Eulerに始まるが，活発な研究がなされるよう
になったのは 1990年代からである．その先鞭をつけた一人である Mike Hoffman は自身の
ホームページに多重ゼータ値関係の論文リストを載せているが，昨年の暮れに韓国 Postech

に招かれて講義をした折，話の枕とするために，その論文を発表年代で区切って勘定してみ
た．合計数が約 300，うち Euler の 1775年から 1953年までに 6編，そこから 30年ほど飛
んで 1982年から 1985年に 3編，またしばらく間があって 1992年から 1999年までが 28編，
2000年代に入って最初の 5年に 77編，2005年以降が 181編と，とくに今世紀に入っての増
加が著しい．数えていて気がついたが，この 300ばかりの論文に日本人が著者として入って
いる論文が三分の一ほどもある．私が荒川さんと研究を始めた 90年代はまだ読むべき論文
数も少ない，ある意味幸せな時代であったが，今や日本でも様々な角度から多重ゼータ値に
関わる人が随分増えた．

このたび，2009年 4月から九州大学の博士研究員となられた若林徳子さんを中心に，多重
ゼータ値に興味を持つ大学院生，研究員とともに毎週セミナーを開き，かつての講義録を改
訂増補する作業に取り組んだ．本来ならば多くの日本人も関わる最近の様々な進展について，
紹介だけにでも章を割くべきであったが，いかんとも時間に追われて手が回らなかった．そ
れでも若林さんによる付録や演習問題の略解など新しい内容も加わり，ページ数も 1.5倍強
になった．装い新たに刊行することを是として下されば幸いである．また，暗号研究などを
通して整数論も産業と直結するような時代になっている．多重ゼータ暗号などという話はま
だ聞かないが，「多重ゼータ値入門」を「マス・フォア・インダストリ」のレクチャーノート
として刊行する何らかの意味はあるであろう．

2010年 1月 30日 金子昌信記す，故荒川恒男氏を偲びつつ
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1 多重ゼータ値
多重ゼータ値の最初の論文は Euler [E] であるが，そこで扱われているのは「深さ 2」とい
う特別な場合であった．以下で定義するような一般の深さの多重ゼータ値を初めて扱ったのは
Hoffman [H1], そしてそれが様々な数学と関連することを初めに書いたのは Zagier [Z0, Z1]

である．とくに Zagier [Z1] の影響は大きく，多重ゼータ値関係では最もよく引用される論
文であろう．

1.1 級数による定義といくつかの具体的な値
多重ゼータ値は次のように多重級数で定義するのが一般的である．

定義 1.1.1 (多重ゼータ値, multiple zeta value) 正の整数 k1, k2, . . . , kn ≥ 1,ただし k1 ≥
2，に対して, 多重ゼータ値 ζ(k1, k2, . . . , kn) を次の級数で定める :　

ζ(k1, k2, . . . , kn) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

1

mk1
1 m

k2
2 · · ·mkn

n(
=

∞∑
µ1=1

· · ·
∞∑

µn=1

1

(µ1 + · · ·+ µn)k1 · · · (µn−1 + µn)kn−1µkn
n

)
.

ここで, k := k1 + k2 + · · · + kn を多重ゼータ値 ζ(k1, k2, . . . , kn) の重さ (weight), n を深さ
(depth) という. （後で見る ζ(2, 1) = ζ(3)が示すように，重さや深さはインデックスの集合
(k1, k2, . . . , kn)に対して定まるものと言っておいた方が紛れがないが，以下では特に面倒は
生じないので，あまり神経質にならないでおく．）

重さの小さい多重ゼータ値を表にしておく.

wt = 2 wt = 3 wt = 4 wt = 5

dep = 1 ζ(2) ζ(3) ζ(4) ζ(5)

dep = 2 ζ(2, 1) ζ(3, 1), ζ(2, 2) ζ(4, 1), ζ(3, 2), ζ(2, 3)

dep = 3 ζ(2, 1, 1) ζ(3, 1, 1), ζ(2, 2, 1), ζ(2, 1, 2)

dep = 4 ζ(2, 1, 1, 1)

演習問題 1 重さが kの多重ゼータ値 (のインデックス集合 )はいくつあるか. また，重さが
k, 深さが nの多重ゼータ値はいくつあるか.

はじめにこの級数の収束について, 少し一般に, インデックスの最初の k1 を変数 sにした
関数

ζ(s, k2, . . . , kn) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

1

ms
1m

k2
2 · · ·mkn

n

の収束性の形で述べておく.

補題 1.1.2 Re(s) > 1 ならば ζ(s, k2, . . . , kn) は絶対収束する.
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証明) Re(s) = σとおく．不等式∣∣∣∣ 1

ms
1m

k2
2 · · ·mkn

n

∣∣∣∣ ≤ 1

mσ
1m2 · · ·mn

より，級数

ζ(σ, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) =
∑

m1>m2>···>mn>0

1

mσ
1m2 · · ·mn

=
∞∑

m1=n

A(m1)

m1
σ
,

ただし
A(m) =

∑
m>m2>···>mn>0

1

m2 · · ·mn

,

の収束を言えばよい．ここで

A(m) ≤
m∑

m2,...mn=1

1

m2 · · ·mn

=

(
m∑

r=1

1

r

)n−1

であって, よく知られた調和級数の評価 (後でも出てくる)より任意の ε > 0 に対しある (m

によらない) 正定数 Cε が存在し
m∑

r=1

1

r
< Cεm

ε

となるので,

A(m) ≤ Cn−1
ε m(n−1)ε.

よって

ζ(σ, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) ≤ Cn−1
ε

∞∑
m1=n

m
(n−1)ε
1

m1
σ

= Cn−1
ε

∞∑
m1=n

1

m
σ−(n−1)ε
1

.

仮定より σ > 1であって, nは固定された自然数なので, εを十分小さくとることにより
σ − (n− 1)ε > 1とできる. このとき右辺の級数は収束するので, 補題は示された.

注意 1.1.3 一般に，すべての ki (i = 1, 2, . . . , n)を複素変数 si (i = 1, 2, . . . , n)にした関数

ζ(s1, . . . , sn) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

1

ms1
1 m

s2
2 · · ·msn

n

を考えることが出来るが，これは秋山–江上–谷川 [AET] 他によりCn上の有理型関数に解
析接続されることが示されている． 右辺の級数の絶対収束域は

{(s1, . . . , sn) ∈ Cn | <(s1) > 1,<(s1 + s2) > 2, . . . ,<(s1 + · · ·+ sn) > n}

である．この証明は松本 [Mat] にある．
また，1変数の ζ(s, k2, . . . , kn)については，特に s = 1での極の位数や主要部について，
§1.4.9において「正規化」との関係を述べる．

深さ 1の多重ゼータ値は Riemann ゼータ関数の整数点での値に他ならない. 深さ 1 で重
さが偶数の場合, Euler による次の公式は有名である.
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定理 1.1.4 (Euler, 1735頃) 自然数 k ≥ 1 に対して,

(1) ζ(2k) = −1

2

B2k

(2k)!
(2πi)2k

(
=

(−1)k−1

2

B2k

(2k)!
(2π)2k =

|B2k|
2

(2π)2k

(2k)!

)
.

ここで, B2k は Bernoulli 数である :

∞∑
m=0

Bm
tm

m!
=

tet

et − 1
.

( Bernoulli 数については [AIK]を参照のこと).

はじめのいくつかを例としてあげると,

B2 =
1

6
, B4 = − 1

30
, B6 =

1

42
, B8 = − 1

30
, B10 =

5

66
, B12 = − 691

2730
, B14 =

7

6
, . . .

であって (B0 = 1, B1 = 1/2, 3以上の奇数mについてはBm = 0),

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
, ζ(10) =

π10

93555
,

ζ(12) =
691π12

638512875
, ζ(14) =

2π14

18243225
, . . .

演習問題 2 上の ζ(2k)の値で, 分母に 10のべきに近い数が目立つ理由を考えよ.

Euler の公式のよくある証明は次のようなものである. sin x の無限積展開

(2) sinπx = πx
∞∏

m=1

(
1− x2

m2

)
から出発し, 両辺の対数微分をとると,

π
cos πx

sin πx
=

1

x
+

∞∑
m=1

−2x/m2

1− x2/m2
.

これは cotxの部分分数展開であり, これを出発点にとってもよい (実際は sin xの無限積を
cotxの部分分数展開から証明することが多いが). |x| < 1のとき, 和の中を等比級数に展開
し, 二重級数の絶対収束性から和の順序が交換できることより,

πx
cosπx

sinπx
= 1− 2

∞∑
m=1

∞∑
k=1

(
x2

m2

)k

= 1− 2
∞∑

k=1

(
∞∑

m=1

1

m2k

)
x2k = 1− 2

∞∑
k=1

ζ(2k)x2k.

一方,

πx
cosπx

sinπx
= πx

(eiπx + e−iπx)/2

(eiπx − e−iπx)/2i
= πix

eiπx + e−iπx

eiπx − e−iπx
= πix

e2πix + 1

e2πix − 1

= πix
2e2πix − e2πix + 1

e2πix − 1
=

2πixe2πix

e2πix − 1
− πix

=
∞∑

m=0

Bm
(2πix)m

m!
− πix

となるので, この両式の x2k の係数を比べるとよい.

次の値は sin xの無限積展開 (2)から直ちに得られる.
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命題 1.1.5 自然数 n ≥ 1 に対して, 次が成り立つ.

(3) ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) =
π2n

(2n+ 1)!
.

証明) (2)の無限積をそのまま展開すると係数に ζ(2, 2, . . . , 2)があらわれる:

sin πx

πx
=

∞∏
m=1

(
1− x2

m2

)
=

(
1− x2

12

)(
1− x2

22

)(
1− x2

32

)
· · ·

= 1−

(
∞∑

m=1

1

m2

)
x2 +

( ∑
m1>m2>0

1

m2
1m

2
2

)
x4 −

( ∑
m1>m2>m3>0

1

m2
1m

2
2m

2
3

)
x6 + · · ·

= 1 +
∞∑

n=1

(−1)nζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

)x2n.

一方, Taylor 展開

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·

から

sinπx

πx
=

∞∑
n=0

(−1)n π2n

(2n+ 1)!
x2n .

係数を比較すると命題の式が得られる.

後で, Euler の ζ(2k)の公式の, この命題を使う一寸変わった証明を与える.

他に具体的に値が分かる多重ゼータ値として,

? ζ(2k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n 個

) = (有理数)× π2kn,

? (Borwein-Bradley-Broadhurst-Lisoněk[BBBL]),

ζ(3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n 個

) =
2π4n

(4n+ 2)!
,

? ζ(k, 1, 1, . . . , 1) = (Riemannゼータ値達の多項式), (k ≥ 2)

などがある. このうち始めのものは演習問題 5, 二つ目の公式（はじめ Zagier が予想した）
は Broadhurst の証明を簡易化した Zagier の証明の概略を次節の演習問題 6 として入れた.

最後のものは「値がわかった」とは言えないかも知れないが，より詳しくは §1.4.5 末を参照.

また単独の値ではないが，二つ目の公式の一般化として
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? (Bowman-Bradley[BowB], 宗田 [Mu1])∑
j0+j1+···+j2n=m

ζ({2}j0 , 3, {2}j1 , 1, {2}j2 , . . . , 3, {2}j2n−1 , 1, {2}j2n)

=

(
m+ 2n

m

)
π2m+4n

(2n+ 1)(2m+ 4n+ 1)!
,

ただし，{2}iとは 2が i個並んだもの, などもある．

以下専ら, 多重ゼータ値の間に成り立つ関係式について論じる. 例えば,

例 1.1.6 (Euler[E]) 自然数 k ≥ 3 に対して,

(4)
k−1∑
i=2

ζ(i, k − i) = ζ(k).

これは「和公式 (sum formula)」と呼ばれる関係式の特別な場合である. 一般の和公式の証
明を後で与えるが, ここでは一番特別な場合, すなわち k = 3として得られる

ζ(2, 1) = ζ(3)

の簡単で巧みな証明を与えよう. まず,

ζ(2, 1) + ζ(3) =
∑

m≥n>0

1

m2n
=

∞∑
m=1

(
m∑

n=1

1

n

)
1

m2
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

m+ n

)
1

m2
.

ここで,(
1

n
− 1

m+ n

)
1

m2
=

1

mn(m+ n)
=

m+ n

mn(m+ n)2
=

1

n(m+ n)2
+

1

m(m+ n)2

であるので,

ζ(2, 1) + ζ(3) =
∞∑

m,n=1

(
1

n(m+ n)2
+

1

m(m+ n)2

)
= 2ζ(2, 1).

よって ζ(2, 1) = ζ(3)を得る.

この等式 ζ(2, 1) = ζ(3) の多様な証明と一般化については [BorB] という面白い読み物が
ある．

演習問題 3 ∗ ζ(k − 1, 1) + ζ(k) から出発し, 同様の計算法を繰り返すことで関係式 (4) を
導け.

ここで, 多重ゼータ値で張られるQ上のベクトル空間を導入する.

∗井原健太郎君の教示による.
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定義 1.1.7 有理数体Q上のベクトル空間Zk (k = 0, 1, 2, . . .)を,

Z0 = Q, Z1 = {0},
Zk =

∑
k−1≥n≥1

k1,...,kn≥1,k1≥2
k1+···+kn=k

Q · ζ(k1, . . . , kn) (k ≥ 2)

で定義する. すなわち, 重さが k の多重ゼータ値全てによってQ上生成されるRの部分Q

ベクトル空間を Zk とするのである. 重さが 1の多重ゼータ値はないからZ1 = {0}とし, 便
宜上Z0 = Qとしている. 更に多重ゼータ値全てが生成する空間を Z とする :

Z =
∞∑

k=0

Zk.

例 1.1.8 重さ 2は ζ(2)があるだけなのでZ2 = Q · ζ(2) (1次元)である. また上に証明した
ように ζ(2, 1) = ζ(3)なのでZ3 = Q · ζ(2, 1) +Q · ζ(3) = Q · ζ(3) (1次元)となる. Z4が ζ(4)

で張られる 1次元空間であることを後で示す. k ≥ 5で次元が確定しているZkはない.

Zkの次元については次の著しい予想がある. 数列 dk (k = 0, 1, 2, . . .)を, 漸化的に

d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1, dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)

で定めるとき,

予想 (Zagier 他 [Z1]) dimQZk = dk であろう.

予想次元 dkと, 重さ kのインデックスの個数である 2k−2の表をあげておく.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

dk 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28

2k−2 − − 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

演習問題 4 dk の漸近的な大きさを求めよ.

この予想について最近の決定的な結果は次の定理であるが, 我々はその証明や背景につい
て語る能力を持たないので結果を述べるに留める.

定理 1.1.9 (Goncharov[Go], 寺杣 [Te], Deligne-Goncharov[DG]) 不等式

dimQZk ≤ dk

が成り立つ.

注意 1.1.10 Q-ベクトル空間Zは無限次元である. これは

? π2k ∈ Z2k (Euler) と π の超越性 (Lindemann), または

? Rivoal [Ri] による, ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . .の中にQ上独立なものが無限個あること
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よりわかる. また, Z =
⊕∞

k=0Zk （直和）と信じられている. (しかしこれが証明される見
込みは今のところないと思われるので, Z をはじめから右辺の形式的な直和として定義する
のが現実的ではある. 少なくとも現在まで，異なる重さを持つ多重ゼータ値の間に成り立つ
線形関係式は見つかっていない．)

実はベクトル空間 Z は積について閉じている. のみならず Z には, 本節と次節に述べる
意味で, 「二通りの積の構造」が入り, そのことが多重ゼータ値の間の豊富な関係式を生み
出す.

命題 1.1.11 Z は Q-代数である. また Zk1 · Zk2 ⊂ Zk1+k2 が成り立つ.

証明) 二つの多重ゼータ値の積がZに入ることは, 定義級数の積に現れる和の範囲を適当
に分割することによって確かめられる. 例えば, Riemann ゼータ値の積は,

ζ(p)ζ(q) =

(∑
m>0

1

mp

)(∑
n>0

1

nq

)
=
∑

m,n>0

1

mpnq

=

( ∑
m>n>0

+
∑

n>m>0

+
∑

m=n>0

)
1

mpnq

= ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p+ q)

となる. 更に右辺の各項の重さが左辺のそれぞれの重さの和であることも分かる. また, 深
さが 1 と 2 のゼータ値の積は

ζ(p)ζ(q, r) =

(∑
l>0

1

lp

)( ∑
m>n>0

1

mqnr

)
=
∑
l>0

m>n>0

1

lpmqnr

=

( ∑
l>m>n>0

+
∑

m>l>n>0

+
∑

m>n>l>0

+
∑

l=m>n>0

+
∑

m>l=n>0

)
1

lpmqnr

= ζ(p, q, r) + ζ(q, p, r) + ζ(q, r, p) + ζ(p+ q, r) + ζ(q, p+ r)

となり, やはり重さがそれぞれの重さの和になるような多重ゼータ値の和として表すことが
できる. 同様の仕方で深さが 2 と 2 のゼータ値の積を計算すると 13個のゼータ値の和とし
て表される. 一般の場合を式で述べるのは厄介であるが,要は, 和の範囲としてそれぞれ独立
に大小順序のついた自然数の組をわたるものが組み合わさったとき, それが全体としての大
小順序の可能性すべてにわたる, 互いに交わらない合併として書けて, 各々の項が一つの多
重ゼータ値を与えるのである. そのとき, 値が等しくなるところでは深さが下がることに注
意する.

第 1.4.2節でこの積（「調和積」とよぶ）の規則を代数的に定式化する. 一般に，深さが
m と n のゼータ値の積をこのやり方で計算するときに現れる項の数 D(m,n) は Delannoy

number と呼ばれる数になる．これは母関数表記で∑
n,m>0

D(m,n)XmY n =
1

1−X − Y −XY

7



で定義される数である．漸化式で与えるなら

D(m,n) = D(m− 1, n) +D(m,n− 1) +D(m− 1, n− 1),

(D(1, 1) = 3, D(1, 2) = D(2, 1) = 5)

である．1.4.2節で述べる，上記の積の規則の漸化的な定式化が丁度これに対応しているこ
とが見て取れるであろう．

ここで, この積を使って, ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) の値 (3)から Euler の公式 (1)を導いてみよう.

まず ζ(2)2 = 2ζ(2, 2) + ζ(4)より

ζ(4) = ζ(2)2 − 2ζ(2, 2) =

(
π2

6

)2

− 2 · π
4

120
=
π4

90

と ζ(4) が求まる. 次に,

ζ(2)ζ(2, 2) = 3ζ(2, 2, 2) + ζ(4, 2) + ζ(2, 4),

ζ(4)ζ(2) = ζ(2, 4) + ζ(4, 2) + ζ(6)

なので, 両式の差をとると ζ(4, 2) + ζ(2, 4)が消えて

ζ(6) = ζ(2)ζ(4)− ζ(2)ζ(2, 2) + 3ζ(2, 2, 2)

=
π2

6
· π

4

90
− π2

6
· π

4

120
+ 3 · π6

5040
=

π6

945

と ζ(6) が求まる. 一般の ζ(2n) に対しても n ≥ 2 に対して,

ζ(2)ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−1 個

) = nζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) +
n−1∑
i=1

ζ(2, . . . , 2, 4
∧

i 番目

, 2, . . . , 2),

ζ(4)ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−2 個

) =
n−1∑
i=1

ζ(2, . . . , 2, 4
∧

i 番目

, 2, . . . , 2) +
n−2∑
i=1

ζ(2, . . . , 2, 6
∧

i 番目

, 2, . . . , 2),

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

ζ(2n− 2)ζ(2) = ζ(2n− 2, 2) + ζ(2, 2n− 2) + ζ(2n).

これらの辺々を交代的に加えると,

(−1)n−1ζ(2n) = nζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) +
n−1∑
m=1

(−1)mζ(2m)ζ(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−m 個

).(5)

ここで, Cm := (−1)m−12(2m)!ζ(2m)/(2π)2m,とおく (ただしC0 = 1とする). CmがBernoulli

数 B2m に等しいことを示せばよい. 式 (5)に 2(2n)!/(2π)2n を掛けて (3)を用いると,

Cn =
2n

2n+ 1
· 1

22n
−

n−1∑
m=1

(2n)!
Cm

(2m)!
· 1

22n−2m
· 1

(2(n−m) + 1)!
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となるので,

(2n+ 1)22nCn = 2n−
n−1∑
m=1

(
2n+ 1

2m

)
22mCm,

従って,
n∑

m=0

(
2n+ 1

2m

)
22mCm = 2n+ 1

を得る. この両辺に t2n/(2n+ 1)! を掛けて和
∑∞

n=0 をとると,

右辺 =
∞∑

n=0

t2n

(2n)!
=
et + e−t

2
,

左辺 =
∞∑

n=0

(
n∑

m=0

(
2n+ 1

2m

)
22mCm

)
t2n

(2n+ 1)!
=

∞∑
n=0

(
n∑

m=0

22mCm

(2m)!

1

(2n− 2m+ 1)!

)
t2n

=

(
∞∑

m=0

22mCm

(2m)!
t2m

)(
∞∑
l=0

t2l

(2l + 1)!

)
=

(
∞∑

m=0

Cm(2t)2m

(2m)!

)(
et − e−t

2t

)
.

よって,

∞∑
m=0

Cm(2t)2m

(2m)!
= t

et + e−t

et − e−t
= t

e2t + 1

e2t − 1
=

1

2

(
2te2t

e2t − 1
+

(−2t)e−2t

e−2t − 1

)
=

∞∑
m=0

B2m
(2t)2m

(2m)!
.

ゆえに, Cm = B2m となり証明ができた.

演習問題 5 同様の方法で,

ζ(2k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n 個

) = C(k)
n (2πi)2nk/(2nk)!,

ここに C
(k)
n は

C
(k)
0 = 1, C(k)

n =
1

2n

n∑
m=1

(−1)m

(
2nk

2mk

)
B2mkC

(k)
n−m (n ≥ 1)

で漸化的に決まる有理数, であることを示せ. ただし Euler の公式 (1)は既知として用いて
よいとする.

1.2 多重積分による表示
次のような多重積分（反復積分，またDrinfel’d 積分と呼ばれることもある）を考える.

I(ε1, · · · , εk) =

∫
· · ·
∫

1>t1>···>tk>0

Aε1(t1)Aε2(t2) · · ·Aεk
(tk) dt1 · · · dtk

(6)

=

∫ 1

0

Aε1(t1)dt1

∫ t1

0

Aε2(t2)dt2 · · ·
∫ tk−2

0

Aεk−1
(tk−1)dtk−1

∫ tk−1

0

Aεk
(tk)dtk.
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ただし εj = 0または 1 (1 ≤ j ≤ k)で,

A0(t) =
1

t
および A1(t) =

1

1− t
,

更に ε1 = 0かつ εk = 1と仮定する. 積分はこの条件の下で収束する. 多重ゼータ値はこの形
の積分で表される. これは簡単であるが極めて重要である. [Z1] にははじめ Kontsevich に
より注意されたとある.

定理 1.2.1 (多重ゼータ値の反復積分表示)

ζ(k1, k2, . . . , kn) = I(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k1−1

, 1 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k2−1

, 1, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
kn−1

, 1).

証明) 1/(1− ti)を等比級数に展開して項別積分を繰り返せば得られるが, ここでは後のこ
とも考えて, 次の級数 (multi-polylogarithm)を導入し, その反復積分表示の特別な場合とし
て証明する.

定義 1.2.2 自然数 k1, . . . , kn ≥ 1に対し,

Lik1,k2,...,kn(z) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

zm1

mk1
1 m

k2
2 · · ·mkn

n

とする. これは |z| < 1で正則な関数を定めるが, k1 > 1ならば z → 1 でも収束し

Lik1,k2,...,kn(1) = ζ(k1, k2, . . . , kn)

となる. n が 1の場合の Lik(z) =
∑∞

m=1 z
m/mkが, 多重対数関数 (polylogarithm)で,

(7) Li1(z) = − log(1− z) =

∫ z

0

dt

1− t
である.

補題 1.2.3 k1, . . . , kn ≥ 1, |z| < 1 に対して, 次が成り立つ.

d

dz
Lik1,k2,...,kn(z) =


1

1− z
Lik2,...,kn(z) (k1 = 1),

1

z
Lik1−1,k2,...,kn(z) (k1 > 1).

証明) k1 > 1 なら定義式を項別微分して直ちに得られる. k1 = 1 のとき,

d

dz
Li1,k2,...,kn(z) =

∑
m1>m2>···>mn>0

zm1−1

mk2
2 · · ·mkn

n

=
∑

m2>···>mn>0

(
∞∑

m1=m2+1

zm1−1

)
1

mk2
2 · · ·mkn

n

=
∑

m2>···>mn>0

zm2

1− z
· 1

mk2
2 · · ·mkn

n

=
1

1− z
Lik2,··· ,kn(z).
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演習問題 6 (Zagier) 以下の方針で

ζ(3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n 個

) =
2π4n

(4n+ 2)!

を証明せよ.

F (a, b; c;x) を Gauss の超幾何級数とする :

F (a, b; c;x) = 1 +
ab

c
x+

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

x2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

x3

3!
+ · · · .

等式
∞∑

n=0

Li3, 1, . . . , 3, 1
| {z }

2n 個

(x) t4n = F
( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1;x

)
F
( t

1− i
,
−t

1− i
; 1;x

)
を, 両辺が 1 +O(x2) である xの冪級数で微分作用素(

(1− x) d

dx

)2(
x
d

dx

)2 − t4
で消えることから導く. 超幾何級数の特殊値をガンマ関数で表す公式と, ガンマ関数の相補
公式 (あとの §1.4.5の (35)式) を合わせてえられる

F (a,−a; 1; 1) =
1

Γ(1− a)Γ(1 + a)
=

sin πa

πa

から

F
( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1; 1

)
F
( t

1− i
,
−t

1− i
; 1; 1

)
=

2

π2t2
sin
(1 + i

2
πt
)

sin
(1− i

2
πt
)

=
cosh πt− cosπt

π2t2
=

∞∑
n=0

2π4nt4n

(4n+ 2)!
.

さて, 補題 1.2.3 と (7)から Lik1,k2,...,kn(z) の反復積分表示が得られる. それを述べるため
に, 略記法を用意しておく. 微分形式ωi(t)（実際は dt/tまたは dt/(1− t)) に対して反復積分∫ z

0

ω1(t1)

∫ t1

0

ω2(t2) · · ·
∫ tk−2

0

ωk−1(tk−1)

∫ tk−1

0

ωk(tk)

を ∫ z

0

ω1(t1) ◦ ω2(t2) ◦ · · · ◦ ωk(tk)

と書く.

命題 1.2.4 次が成り立つ :

Lik1,k2,...,kn(z)

=

∫ z

0

dt

t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1 個

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1 個

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1 個

◦ dt

1− t
.
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証明) (7)から出発し, Lik1,k2,...,kn(0) = 0に注意して先の補題の積分を繰り返していけばよ
い.

定理 1.2.1 は命題で z = 1とおいたものである. 略記法で書くと

ζ(k1, k2, . . . , kn)

=

∫ 1

0

dt

t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1 個

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1 個

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1 個

◦ dt

1− t
.

この積分表示の中で, 重さ k = k1 + · · · + kn は dt/t と dt/(1 − t) の個数の総数, つまり積
分の次元 (反復の回数)として現われ, 深さ n は dt/(1− t) の個数となって現われている. こ
のことから, 重さ k, 深さ n の多重ゼータ値 (のインデックス)は

(
k−2
n−1

)
個あることがわかる.

(左端は dt/t, 右端は dt/(1 − t)と決まっているので.) したがって重さ k の多重ゼータ値は∑k−1
n=1

(
k−2
n−1

)
= 2k−2個ある（k − 2箇所に dt/t, dt/(1− t) のいずれか）.

例 1.2.5 重さが小さいときの, 補題を使った命題の証明の計算をやってみる. まず

d

dz
Li1,1(z) =

1

1− z
Li1(z) =

1

1− z

∫ z

0

dt

1− t

であるので,

Li1,1(z) =

∫ z

0

dt1
1− t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

=

∫ z

0

dt

1− t
◦ dt

1− t
.

これは z = 1で発散する. 次に

d

dz
Li2(z) =

1

z
Li1(z) =

1

z

∫ z

0

dt

1− t

より,

Li2(z) =

∫ z

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

=

∫ z

0

dt

t
◦ dt

1− t
.

ここで z = 1とおいて
ζ(2) =

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

= I(0, 1).

重さが 3のときは重さ 2 の計算が使えて, 例えば

d

dz
Li3(z) =

1

z
Li2(z)

となるので,

Li3(z) =

∫ z

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
t2

∫ t2

0

dt3
1− t3

.

これより
ζ(3) =

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
t2

∫ t2

0

dt3
1− t3

= I(0, 0, 1).

また
d

dz
Li2,1(z) =

1

z
Li1,1(z)
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より

Li2,1(z) =

∫ z

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt3
1− t3

,

ζ(2, 1) =

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt3
1− t3

= I(0, 1, 1).

古典的な Lik(z), Riemann ゼータ値 ζ(k) については

Lik(z) =

∫ z

0

dtk
tk

∫ tk

0

dtk−1

tk−1

· · ·
∫ t3

0

dt2
t2

∫ t2

0

dt1
1− t1

=

∫ z

0

dt

t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k−1 個

◦ dt

1− t
,

および
ζ(k) =

∫ 1

0

dt

t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k−1 個

◦ dt

1− t

である.

Drinfel’d 積分は対称性

(8) I(ε1, · · · , εk) = I(1− εk, . . . , 1− ε1)

を持つ. これは (6) において変数変換 (t1, . . . , tk) −→ (t′1, . . . , t
′
k) = (1− tk, . . . , 1− t1) を行

なえば, Aεi
(1− tk+1−i) = A1−εi

(tk+1−i) 及びヤコビアン

|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dt′1
dt1

dt′2
dt1
· · · dt′k

dt1
dt′1
dt2

dt′2
dt2
· · · dt′k

dt2
...

...
. . .

...
dt′1
dtk

dt′2
dtk
· · · dt′k

dtk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1

−1

· · ·
−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

より直ちに得られる.

例 1.2.6 等式 ζ(2, 1) = ζ(3)をこれにより証明する.

ζ(2, 1) =

∫ 1

0

dt1
t1

∫ t1

0

dt2
1− t2

∫ t2

0

dt3
1− t3

=

∫∫∫
1>t1>t2>t3>0

dt1dt2dt3
t1(1− t2)(1− t3)

.

ここで積分の変数変換 (t1, t2, t3) 7→ (1− s3, 1− s2, 1− s1) を行うと, 右辺の積分は∫∫∫
1>s1>s2>s3>0

ds1ds2ds3

s1s2(1− s3)
= ζ(3)

となる.

この (8) を一般の多重ゼータ値の言葉に翻訳すると次のようになる.
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定義 1.2.7 成分が自然数の多重インデックス k = (k1, . . . , kn) が k1 ≥ 2 を満たすとき, こ
れを収束インデックスということにする (英語では Zagier が “admissible” という語をあて
ている ). 収束インデックス k を, 2以上の成分と 1とに分けて,

k = (a1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b1−1

, a2 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b2−1

, . . . , as + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
bs−1

), (a1, b1, . . . , as, bs ≥ 1)

と表す. このとき, kの双対 (dual)インデックス k′ を

k′ = (bs + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
as−1

, bs−1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
as−1−1

, . . . , b1 + 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a1−1

)

で定義する. k′ は収束インデックスであって, k′の双対は kである. kと k′の重さは等しく,

深さは相補的, つまり kと k′の深さの和が k (および k′) の重さに等しいという関係がある.

演習問題 7 定義中の言明を証明せよ.

定理 1.2.1 より,

ζ(k) = I
(
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

a1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
a2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b2

, . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
as

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
bs

)
であるから, (8)を使って次の「双対性定理」 (“duality theorem”) が言える. （この定理の
積分表示を使わない証明はあるのだろうか．）

定理 1.2.8 (双対性, duality) 収束インデックス kと, その双対インデックス k′ に対して,

ζ(k) = ζ(k′)

が成り立つ.

例 1.2.9 自然数 nに対し,

k = (2, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1 個

)
dual←→ k′ = (n+ 1)

なので
ζ(2, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−1 個

) = ζ(n+ 1).

より一般に, 自然数m, nに対し

k = (n+ 1, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1 個

)
dual←→ k′ = (m+ 1, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−1 個

)

なので

ζ(n+ 1, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1 個

) = ζ(m+ 1, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1 個

).
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先に触れた, 多重ゼータ値の積構造の二つ目が, この反復積分表示から得られる. ここで
も, Lik1,k2,...,kn(z)の積が同じ型の関数の和で書けるという, 一般的な定理の特殊化 (z = 1)と
して証明する. 一般的な定理を述べる前に例を計算してみよう.

例 1.2.10 補題 1.2.3 より

d

dz

(
Li1(z)

2
)

= 2
1

1− z
Li1(z) = 2

d

dz
Li1,1(z)

なので,

Li1(z)
2 = 2Li1,1(z).

これと補題 1.2.3 より

d

dz
(Li2(z)Li1(z)) =

1

z
Li1(z)

2 +
1

1− z
Li2(z) = 2

1

z
Li1,1(z) +

1

1− z
Li2(z).

従って
Li2(z)Li1(z) = 2Li2,1(z) + Li1,2(z).

積分定数はすべて z = 0での値が 0ということから決まっていることに注意.

重さが 4 までの積を列挙しておく.

重さ 2:

Li1(z)
2 = 2Li1,1(z).

重さ 3:

Li1(z)Li2(z) = 2Li2,1(z) + Li1,2(z),

Li1(z)Li1,1(z) = 3Li1,1,1(z).

重さ 4:

Li1(z)Li3(z) = Li1,3(z) + Li2,2(z) + 2Li3,1(z),

Li1(z)Li1,2(z) = 2Li1,2,1(z) + 2Li1,1,2(z),

Li1(z)Li2,1(z) = 3Li2,1,1(z) + Li1,2,1(z),

Li1(z)Li1,1,1(z) = 4Li1,1,1,1(z),

Li2(z)
2 = 2Li2,2(z) + 4Li3,1(z),

Li2(z)Li1,1(z) = 3Li2,1,1(z) + 2Li1,2,1(z) + Li1,1,2(z),

Li1,1(z)
2 = 6Li1,1,1,1(z).

演習問題 8 上記の公式を確かめよ.

演習問題 9 積が重さ 5 となる二つの組合わせを全部列挙し計算せよ. 何か規則が見えてく
るか.
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演習問題 10 自然数 nに対し

Li1(z)
n = n!Li1, 1, . . . , 1

| {z }

n 個

(z)

を証明せよ.

次の定理は反復積分の積が反復積分の和で書けるという Ree [Ree] による一般的な定理を
今の設定で述べたものである.

定理 1.2.11 (シャッフル積) ω1, ω2, . . . , ωk, ω
′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′ を dt/t または dt/(1− t), ただし,

ωk = ω′
k′ = dt/(1− t) とするとき, |z| < 1 に対して次が成り立つ(∫ z

0

ω1 ◦ ω2 ◦ · · · ◦ ωk

)(∫ z

0

ω′
1 ◦ ω′

2 ◦ · · · ◦ ω′
k′

)
=

∑
(η1,η2,...,ηk+k′ )

(∫ z

0

η1 ◦ η2 ◦ · · · ◦ ηk+k′

)
.

ここで, (η1, η2, . . . , ηk+k′) は, (ω1, ω2, . . . , ωk) と (ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′) それぞれの順序を保つ順列

（これを (ω1, ω2, . . . , ωk) と (ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′)のシャッフル (shuffle)という）全てをわたる.

証明) k+ k′ に関する帰納法で証明する. k+ k′ = 2, すなわち k = k′ = 1のときは, 先に例
で計算したLi1(z)

2 = 2Li1,1(z)に他ならないので正しい. 次に k + k′ < nのとき正しいと仮
定する. k + k′ = n のとき, ωi = dt/tまたは dt/(1− t) に応じて, それぞれ ωi(z) := 1/zまた
は 1/(1 − z)と定めておく (ω′

i(z), ηi(z)についても同様). 両辺の微分が等しいことをみれば
よい. 積の微分法と, 反復積分の定義より
d

dz
(左辺) = ω1(z)

∫ z

0

ω2◦· · ·◦ωk

∫ z

0

ω′
1◦ω′

2◦· · ·◦ω′
k′+ω′

1(z)

∫ z

0

ω1◦ω2◦· · ·◦ωk

∫ z

0

ω′
2◦· · ·◦ω′

k′ .

ここで, (ω1, ω2, . . . , ωk) と (ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′) のシャッフル全体は, ω1 の後に (ω2, . . . , ωk) と

(ω′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′) のシャッフルを並べたものと, ω′

1 の後に (ω1, ω2, . . . , ωk) と (ω′
2, . . . , ω

′
k′) の

シャッフルを並べたものに分けられることに注意すると, 帰納法の仮定より

(上式の右辺) =
∑

(η1,η2,...,ηk+k′ )

η1(z)

∫ z

0

η2 ◦ η3 ◦ · · · ◦ ηk+k′ =
d

dz
(右辺)

となり, 定理が示された.

定理で ω1 = ω′
1 = dt/tのときは, z → 1とすると両辺の各項が多重ゼータ値に収束するの

で, 多重ゼータ値の積が多重ゼータ値の和で書けることが再び証明された.

注意 1.2.12 この積の規則では, 積の右辺に出てくる項の重さが元のそれぞれの重さの和に
なることは先の級数の場合と同じであるが，更に，各項の深さもそれぞれの深さの和となる.

演習問題 11 これはなぜか.

演習問題 12 具体的にシャッフルを数え上げることで, 自然数m, nに対して

Lim(z)Lin(z) =
m−1∑
i=0

(
n− 1 + i

i

)
Lin+i,m−i(z) +

n−1∑
j=0

(
m− 1 + j

j

)
Lim+j,n−j(z)

が成り立つことを証明せよ.
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例 1.2.13 反復積分表示
Li2(z) =

∫ z

0

dt

t
◦ dt

1− t
と, (dt/t, dt/(1− t))と (dt/t, dt/(1− t))のシャッフルは (dt/t, dt/(1− t), dt/t, dt/(1− t))が
2通り, (dt/t, dt/t, dt/(1− t), dt/(1− t))が 4通りなので

Li2(z)
2 = 2Li2,2(z) + 4Li3,1(z).

よって
ζ(2)2 = 2ζ(2, 2) + 4ζ(3, 1).

一方, 先の級数を使った積から,

ζ(2)2 = 2ζ(2, 2) + ζ(4).

よって,

4ζ(3, 1) = ζ(4).

このように, 二つの多重ゼータ値の積 ζ(k)ζ(k′) を, 級数による方法, 積分による方法, 二
通りの仕方で和に直して比較すると, 多重ゼータ値の間の非自明な線型関係式が生じる. こ
の関係式のことを「(有限)複シャッフル関係式」(“(finite) double shuffle relation”) という.

これを発散級数まで視野にいれて一般化し,十分多くの関係式を得ようというのが, 第 1.4節
以降の主題である. その前に, これまでに知られている主な関係式について概観する.

1.3 いろいろな関係式
この節では, 具体的に与えられるいくつかの関係式の系列を紹介する. ここで述べるもの
は, 最後の Le-Murakami の関係式を除き「大野関係式」に含まれる. 特殊なものから順に挙
げていくのは無駄なようでもあるが, それぞれ独立した興味や示唆するものもあろうからこ
のままにする.

双対性. これは既に前節で述べた. 二つの互いに双対な収束インデックス k, k′ に対し

(9) ζ(k) = ζ(k′)

が成り立つというものである.

Hoffman の関係式 [H1]. 収束インデックス k = (k1, k2, . . . , kn)に対し,

n∑
i=1

ζ(k1, . . . , ki−1,ki + 1, ki+1, . . . , kn)(10)

=
∑

1≤l≤n
kl≥2

kl−2∑
j=0

ζ(k1, . . . , kl−1, kl − j, j + 1, kl+1, . . . , kn)

が成り立つ. 右辺の和は, まず kl ≥ 2となる lをわたり, klから数 j を引いた分 klの右に新た
に j + 1を挿入したものを j = 0から kl − 2まで足している.
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例 1.3.1 k = (2) とすると再び Euler の公式 ζ(3) = ζ(2, 1) が得られる.

k = (3) とすると,

ζ(4) = ζ(3, 1) + ζ(2, 2).

また k = (2, 1) とすると,

ζ(3, 1) + ζ(2, 2) = ζ(2, 1, 1).

これら二つと,前節最後に得られた 4ζ(3, 1) = ζ(4) を合わせて, Z4は (たとえば) ζ(4) で生
成される 1次元空間であることが分かる.

もうひとつ, k = (3, 2, 1) に対して,

ζ(4, 2, 1) + ζ(3, 3, 1) + ζ(3, 2, 2) = ζ(3, 1, 2, 1) + ζ(2, 2, 2, 1) + ζ(3, 2, 1, 1).

Hoffman の証明は, 先に ζ(2, 1) = ζ(3) を級数の変形で証明したが,そこでのアイデア (部
分分数分解による変形)に近い. 後の節で証明する「導分関係式」の特別な場合となってい
るのでここでは証明は割愛する.

和公式 (sum formula) (Granville [Gr], Zagier [Z2]). 重さ k, 深さ n (1 ≤ n < k) を固定し
て, その重さ, 深さを持つ多重ゼータ値すべての和をとると Riemann ゼータ値となる:

(11)
∑

k1+k2+···+kn=k

∀ki≥1,k1≥2

ζ(k1, k2, . . . , kn) = ζ(k).

証明) Granville の証明は上記の Hoffman の証明同様，級数表示と部分分数分解を用いるも
のである．Zagier [Z2] の証明は次の通り．式 (11)の左辺の和を S(k, n) と書くと反復積分表
示から

S(k, n) =
∑

ε2,...,εk−1∈{0,1}
ε2+...+εk−1=n−1

I(0, ε2, . . . , εk−1, 1)

が分かる （1 の個数が深さ nであった）．これより k を止めて n に関する母関数を作ると∑
0<n<k

S(k, n)Xn−1 =
∑

ε2,...,εk−1∈{0,1}

I(0, ε2, . . . , εk−1, 1)Xε2+···εk−1

=

∫
· · ·
∫

1>t1>t2>...>tk>0

1

t1

(
1

t2
+

X

1− t2

)
· · ·
(

1

tk−1

+
X

1− tk−1

)
1

1− tk
dt1 . . . dtk

=
1

(k − 2)!

∫ ∫
1>t1>tk>0

(∫ t1

tk

(
1

t
+

X

1− t

)
dt

)k−2
dt1
t1

dtk
1− tk

=
1

(k − 2)!

∫ ∫
1>t1>tk>0

(
log

t1
tk

+X log
1− tk
1− t1

)k−2
dt1
t1

dtk
1− tk

.

ここで変数変換

x = log
t1
tk
, y = log

1− tk
1− t1

,
dt1
t1

dtk
1− tk

=
dx dy

ex+y − 1
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を行い Xn−1 の係数を比べると

S(k, n) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∞∑
m=1

e−mx xk−n−1

(k − n− 1)!

e−my yn−1

(n− 1)!
dx dy

=
∞∑

m=1

1

mk−n

1

mn
= ζ(k) (

∫ ∞

0

e−mxxp−1 dx =
(p− 1)!

mp
).

もう一つ，落合啓之氏による証明 (1997) を紹介する.

S(k, n)は上と同様証明したい式の左辺とし, 今度は nを止めて母関数
∞∑

k=n+1

S(k, n)Y k−n−1

を考える. これは | Y |< 1で収束している．なぜなら，多重ゼータ値は定義より

| ζ(k1, k2, . . . , kn) |≤ ζ(2, 1, . . . , 1) = ζ(n+ 1) ≤ ζ(2)

をみたし，重さ k, 深さ nのインデックスは
(

k−2
n−1

)
個あったから，この母関数の優級数として

| Y |< 1で収束する

ζ(2)
∞∑

k=n+1

(
k − 2

n− 1

)
Y k−n−1 =

1

(1− Y )n

がとれる． そこで | Y |< 1として，この母関数を計算すると,

∞∑
k=n+1

∑
k1+k2+···+kn=k

∀ki≥1,k1≥2

ζ(k1, k2, . . . , kn)Y k−n−1 =
∑

m1>···>mn>0

∑
k1≥2,k2,...,kn≥1

Y k1+···+kn−n−1

mk1
1 m

k2
2 . . .mkn

n

=
∑

m1>···>mn>0

∑
k1≥2,k2,...,kn≥1

Y k1−2

mk1
1

· Y
k2−1

mk2
2

· · · Y
kn−1

mkn
n

=
∑

m1>···>mn>0

1

m1(m1 − Y )

1

m2 − Y
· · · 1

mn − Y
.

一方, 証明したい式の右辺の母関数は

(12)
∞∑

k=n+1

ζ(k)Y k−n−1 =
∞∑

k=n+1

∞∑
m=1

Y k−n−1

mk
=

∞∑
m=1

1

mn(m− Y )
.

補題 1.3.2 次の積分表示が成立.∑
m1>···>mn>0

1

m1(m1 − Y )

1

m2 − Y
· · · 1

mn − Y

=

∫ 1

0

dt0 · tY −1
0

∫ t0

0

dt1
1− t1

· · · · ·
∫ tn−2

0

dtn−1

1− tn−1

∫ tn−1

0

dtn
tYn (1− tn)

.
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証明) 後ろの積分から順次, 計算してゆく. |Y | < 1 とする.∫ tn−1

0

dtn
tYn (1− tn)

=

∫ tn−1

0

∞∑
νn=1

tνn−Y −1
n dtn =

∞∑
νn=1

[ 1

νn − Y
tνn−Y
n

]tn=tn−1

tn=0
=

∞∑
νn=1

tνn−Y
n−1

νn − Y
.

∫ tn−2

0

dtn−1

1− tn−1

∫ tn−1

0

dtn
tYn (1− tn)

=
∞∑

νn=1

∫ tn−2

0

1

1− tn−1

·
tνn−Y
n−1

νn − Y
dtn−1

=
∞∑

νn−1=1

∞∑
νn=1

∫ tn−2

0

t
νn−1+νn−Y −1
n−1

νn − Y
dtn−1

=
∞∑

νn−1=1

∞∑
νn=1

t
νn−1+νn−Y
n−2

(νn − Y )(νn−1 + νn − Y )
.

この操作を繰り返して

右辺 =

∫ 1

0

dt0 · tY −1
0

∞∑
ν1, ν2, ...,νn=1

tν1+···+νn−Y
0

(νn − Y )(νn−1 + νn − Y ) · · · (ν1 + · · ·+ νn − Y )

=
∞∑

ν1, ν2, ...,νn=1

1

(νn − Y )(νn−1 + νn − Y ) · · · (ν1 + · · ·+ νn − Y )(ν1 + · · ·+ νn)

= 左辺 (補題 1.3.2 の証明終)

和公式の証明に戻る．補題 1.3.2 の右辺の累次積分を多重積分にして

右辺 =

∫
· · ·
∫

1>t0>t1>···>tn>0

tY −1
0

(1− t1) · · · (1− tn−1)(1− tn)tYn
dt0 · · · dtn.

tn−1, . . . , t2, t1 の順に積分する.∫ tn−2

tn

1

1− tn−1

dtn−1 =
[
− log(1− tn−1)

]tn−1=tn−2

tn−1=tn
= log

1− tn
1− tn−2

,

∫ ∫
tn−3>tn−2>tn−1>tn

1

(1− tn−2)(1− tn−1)
dtn−1dtn−2 =

∫ tn−3

tn

1

1− tn−2

log
( 1− tn

1− tn−2

)
dtn−2

=
[1
2

log2
( 1− tn

1− tn−2

)]tn−2=tn−3

tn−2=tn

=
1

2
log2 1− tn

1− tn−3

,

繰り返して ∫
· · ·
∫

t0>t1>···>tn−1>tn

1

(1− t1) · · · (1− tn−1)
dt1 · · · dtn−1 =

1

(n− 1)!
logn−1 1− tn

1− t0
.
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まとめると

右辺の積分 =

∫ ∫
1>t0>tn>0

tY −1
0

tYn (1− tn)
· 1

(n− 1)!
logn−1 1− tn

1− t0
dt0dtn

=

∫ ∫
1>t>s>0

tY −1

sY (1− s)
· 1

(n− 1)!
logn−1 1− s

1− t
dtds.

よって,

∞∑
k=n+1

S(k, n)Y k−n−1 =
1

(n− 1)!

∫ ∫
1>t>s>0

tY −1

sY (1− s)
· logn−1 1− s

1− t
dtds.

さらに次の 2 重和を考える. （これは | X |<| 1− Y |で収束する．）

∑
k, n

k>n>0

S(k, n)Xn−1Y k−n−1 =
∞∑

n=1

( ∞∑
k=n+1

S(k, n)Y k−n−1
)
Xn−1

=
∞∑

n=1

1

(n− 1)!

∫ ∫
1>t>s>0

tY −1

sY (1− s)
·
{
X log

1− s
1− t

}n−1

dtds

=

∫ ∫
1>t>s>0

tY −1

sY (1− s)
· exp

(
X log

1− s
1− t

)
dtds

=

∫ ∫
1>t>s>0

tY −1

sY (1− s)
·
(1− s

1− t

)X

dtds.

ここで

(13) u =
t

s
, v =

1− s
1− t

と変数変換. 積分領域は u > 1, v > 1 に写される. 逆変換は

(14) s =
v − 1

uv − 1
, t =

u(v − 1)

uv − 1

となり, 関数行列式は

(15) J =

∣∣∣∣∣ ∂s
∂u

∂s
∂v

∂t
∂u

∂t
∂v

∣∣∣∣∣ =
(u− 1)(v − 1)

(uv − 1)4

∣∣∣∣∣ −v 1

−1 u

∣∣∣∣∣ = −(u− 1)(v − 1)

(uv − 1)3
.

これより, 最後の積分は

1− s =
v(u− 1)

uv − 1
, s(1− s) =

(u− 1)(v − 1)v

(uv − 1)2
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などに注意して

=

∫ ∞

1

∫ ∞

1

uY −1

s(1− s)
· vX · |J | dudv =

∫ ∞

1

∫ ∞

1

uY −1vX−1

uv − 1
dudv

=

∫ ∞

1

∫ ∞

1

uY −1vX−1

∞∑
m=1

( 1

uv

)m

dudv =
∞∑

m=1

∫ ∞

1

uY −m−1 du

∫ ∞

1

vX−m−1 dv

=
∞∑

m=1

1

(m−X)(m− Y )
.

他方, (12) より

∑
k, n

k>n>0

ζ(k)Xn−1Y k−n−1 =
∞∑

n=1

( ∞∑
k=n+1

ζ(k)Y k−n−1
)
Xn−1

=
∞∑

n=1

∞∑
m=1

Xn−1

mn(m− Y )
=

∞∑
m=1

1

(m−X)(m− Y )
.

結局, ∑
k, n

k>n>0

S(k, n)Xn−1Y k−n−1 =
∑
k, n

k>n>0

ζ(k)Xn−1Y k−n−1.

比較して和公式に到達する.

演習問題 13 変数変換 (13) について逆変換が (14) で与えられることを示し, その関数行列
式が (15) になることを確かめよ.

大野の関係式 [O]. 二つの互いに双対な収束インデックス k = (k1, . . . , kn), k′ = (k′1, . . . , k
′
n′)

と, 任意の整数 l ≥ 0 に対して,

(16)
∑

ε1+···+εn=l
∀εi≥0

ζ(k1 + ε1, . . . , kn + εn) =
∑

ε′1+···+ε′
n′=l

∀ε′i≥0

ζ(k′1 + ε′1, . . . , k
′
n′ + ε′n′)

が成り立つ.

大野氏の証明は, 反復積分表示を用いて母関数を作る Zagier による和公式の証明を一般化
したものである. 後に, 右辺の双対を取った形の等式を導分関係式の帰結として証明する. ま
た, 奥田-上野 [OU] による別証明がある.

例 1.3.3 双対インデックス (2, 1)
dual←→ (3) に対して, l = 1 のとき,

ζ(3, 1) + ζ(2, 2) = ζ(4),

l = 2 のとき,

ζ(4, 1) + ζ(3, 2) + ζ(2, 3) = ζ(5).
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また, (3, 2)
dual←→ (2, 2, 1) および l = 2 に対し,

ζ(5, 2) + ζ(4, 3) + ζ(3, 4) = ζ(4, 2, 1) + ζ(2, 4, 1) + ζ(2, 2, 3) + ζ(3, 3, 1) + ζ(2, 3, 2) + ζ(3, 2, 2).

演習問題 14 双対性, Hoffman の関係式, 和公式はすべて大野の関係式から導かれることを
示せ.

Le-Murakamiの関係式 [LM1]. 収束インデックス k = (k1, . . . , kn) に対し, ki > 1 なる i

の個数を k の高さ (height)と呼び, ht(k) と表す. このとき, 1 ≤ s ≤ k に対して, 次が成り
立つ. ∑

wt(k)=2k
ht(k)=s

(−1)dep(k)ζ(k) =
(−1)k

(2k + 1)!

k−s∑
r=0

(
2k + 1

2r

)
(2− 22r)B2rπ

2k.

[LM1]の中から線形関係式を一つここにあげた. 他にも色々な代数関係式が結び目の不変
量を通して得られている ([LM2], [Ta], [IT]). 上の関係式は大野-Zagier [OZ] によって結び目
の不変量によらないで証明されている. 大野-Zagier の関係式は §4.3で紹介する．

また, ここでは紹介しなかった関係式として [HO] などがある.

1.4 正規化
この節で, 級数ないし積分が発散するようなインデックスについて, 有限の値を取り出す
方法—正規化—について述べる.

1.4.1 例と一つの方法

多重ゼータ値の積は, 級数表示, または積分表示を使うことにより二通りの方法で多重ゼー
タ値の和として書き表された. そしてその二つを等しいとおいて得られる関係式を複シャッ
フル関係式と呼んだ. その計算を, 収束性を無視して行なうとどうなるだろうか.

例えば,

ζ(1)ζ(2) =

(
∞∑

m=1

1

m

)(
∞∑

n=1

1

n2

)
=

(
∞∑

m,n=1

1

mn2

)
=

( ∑
m>n>0

+
∑

n>m>0

+
∑

m=n>0

)
1

mn2

= ζ(1, 2) + ζ(2, 1) + ζ(3).

ζ(1)や ζ(1, 2)は収束しないからこの式はとりあえず形式的なものである. 一方, 積分の発散
性を無視してシャッフル積を計算すると,

ζ(1)ζ(2) =

(∫ 1

0

dt

1− t

)(∫ 1

0

dt

t
◦ dt

1− t

)

=

∫ 1

0

dt

1− t
◦ dt
t
◦ dt

1− t
+ 2

∫ 1

0

dt

t
◦ dt

1− t
◦ dt

1− t

= ζ(1, 2) + 2ζ(2, 1).
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これはLi1(z)Li2(z) = Li1,2(z) + 2Li2,1(z)で z = 1とおいたものであるが,やはり形式的な式
である. ところがこの二つの ζ(1)ζ(2)の式を等しいとおいてみると, 発散項 ζ(1, 2)が打ち消
して Euler の ζ(3) = ζ(2, 1) が得られる. この式は正しいのであるから, 上の議論を然るべく
正当化できないであろうか.

演習問題 15 同様に, ζ(1)ζ(k1, . . . , kn), (k1 ≥ 2) を二通りに計算し, 両者が等しいとおく
と, 発散項がキャンセルし, Hoffman の関係式を与えることを確かめよ.

一つの正当化を多重対数関数Lik1,...,kn(z)を使って与えてみよう. 積分のシャッフル積より
Li1(z)Li2(z) = Li1,2(z) + 2Li2,1(z)は |z| < 1で正しい. 他方

Li1(z)Li2(z) =
∞∑

n=1

zn

n

∞∑
m=1

zm

m2

=
∑

n>m>0

zn+m

nm2
+

∞∑
n=1

z2n

n3
+
∑

m>n>0

zm+n

m2n

である. z = 1− ε (0 < ε < 1) とおいて ε→ +0 の極限を取ったらどうなるか?

∞∑
n=1

z2n

n3
−→ ζ(3),

∑
m>n>0

zm+n

m2n
−→ ζ(2, 1), Li2,1(z) −→ ζ(2, 1) (ε→ +0)

であるので, 次の極限

(17) lim
ε→+0

(
Li1,2(z)−

∑
n>m>0

zn+m

nm2

)
= 0

が示せれば ε→ +0 として 2ζ(2, 1) = ζ(2, 1) + ζ(3), すなわち ζ(2, 1) = ζ(3) が得られる. こ
の極限の証明は以下の通り: Li1,2(z) =

∑
n>m>0 z

n/nm2で 0 < z < 1のとき zn > zn+m であ
るので,

0 < Li1,2(z)−
∑

n>m>0

zn

n
· z

m

m2
=
∑

n>m>0

zn

n
· 1− z

m

m2
< ε

∑
n>m>0

(1− ε)n

n
· 1

m
.

最後の不等号のところで評価

1− zm = (1− z)(1 + z + z2 + · · ·+ zm−1) < mε

を用いた. ∑
n>m>0

(1− ε)n

n
· 1

m
= Li1,1(1− ε) =

1

2
(− log ε)2

であり (演習問題 10)かつ lim
ε→+0

ε(− log ε)2 = 0 だから (17)を得る.

同様の方法（“易しいゼータ正規化”）で深さ= 2 の和公式を示すこともできる: 演習問題
12 の式において m = 1, n = k とすると

Li1(z)Lik(z) = Lik,1(z) +
k−1∑
j=0

Lij+1,k−j(z).
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他方

Li1(z)Lik(z) =
∞∑

n=1

zn

n

∞∑
m=1

zm

mk
=
∑

m>n>0

zm+n

mkn
+

∞∑
n=1

z2n

nk+1
+
∑

n>m>0

zn+m

nmk
.

ここで z = 1− ε, ε→ +0 とすると

Lik,1(z) −→ ζ(k, 1),
∑

m>n>0

zm+n

mkn
−→ ζ(k, 1),

∞∑
n=1

z2n

nk+1
−→ ζ(k + 1).

さらに j ≥ 1 のとき
Lij+1,k−j(z) −→ ζ(j + 1, k − j).

後は極限　

(18) lim
ε→+0

(
Li1,k(z)−

∑
n>m>0

zn+m

nmk

)
= 0

を示すことが出来れば ε→ +0 の極限として

ζ(k + 1) =
k−1∑
j=1

ζ(j + 1, k − j)

を得る. これが深さ= 2 の和公式である. 極限 (18) は, 極限 (17)を示したのと同様に

0 < Li1,k(z)−
∑

n>m>0

zn

n
· z

m

mk
=

∑
n>m>0

zn

n
· 1− z

m

mk
< ε

∑
n>m>0

(1− ε)n

n
· 1

mk−1

≤ ε
∑

n>m>0

(1− ε)n

n
· 1

m
= εLi1,1(1− ε) =

1

2
ε(log ε)2

より示せる.

1.4.2 代数的定式化

Hoffman [H2] によって導入された多重ゼータ値の代数的な取り扱いは, 正規化を定式化す
る際にも便利である. この節でそれを説明する.

x, y を変数として H := Q〈x, y〉 で Q 上の 2 変数非可換多項式環を表すものとし　

H1 := Q + Hy, H0 := Q + xHy

とおく. H1 は Q-線形空間としては 1 と, 右端が y で終るような単項式 (word)で張られ,

H0 は 1 と, 左端が x で始まり右端が y で終る単項式で張られる. それぞれ H の部分環
(H0 ⊂ H1 ⊂ H) である.

自然数 k に対し zk = xk−1y とおく. H1 は, zk (k = 1, 2, 3, . . .)で生成される非可換多項式
環とみなすことが出来る. k ≥ 2であれば zkは H0に属する. ただし H0 は k ≥ 2であるよ
うな zk で生成される訳ではない. たとえば x2y2 はそのような元の積では書けない. H0 は
xmyn (m,n = 1, 2, 3, . . .)で自由に生成されている.
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今, Q-線形写像 (“evaluation map”)

Z : H0 −→ R

を, H0 の各単項式w = zk1zk2 · · · zkn に対し (H0 の元ということから k1 ≥ 2 に注意)

Z(w) = ζ(k1, k2, . . . , kn)

とし (ただし Z(1) = 1とする), これを Q-線形に拡張したものとする. あるいは, 反復積分
表示に対応して書くと, w = u1u2 · · · uk, (u1 = x, uk = y) に対し, ui = xのとき ωi = dt/t,

ui = y のとき ωi = dt/(1− t)として,

Z(w) =

∫ 1

0

ω1 ◦ ω2 ◦ · · · ◦ ωk,

これをQ-線形に拡張したもの, と言ってもよい.

単項式 w ∈ H0 に対して, 対応する多重ゼータ値Z(w)の重さはwの次数で,深さがwの y

についての次数である. 以後w ∈ H1についてもこの意味で重さ,深さ, の語を用いる.

例 1.4.1 Z(xy) = ζ(2), Z(x2y) = ζ(3), 一般に k ≥ 2に対し Z(zk) = ζ(k). また Z(xy2) =

ζ(2, 1), Z(x2y2x3y) = ζ(3, 1, 4)など.

この対応を頭にいれて, 多重ゼータ値の積を級数表示を用いて和に直す規則に対応するよ
うな, しかも前節で見たように, 発散するものも形式的には同じ規則に従うのでそれも取り
込んだ形で, H1 に新たな積 ∗ (調和積, harmonic product) を定義する. 例えば

ζ(p)ζ(q) = ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p+ q)

に対応して
zp ∗ zq = zpzq + zqzp + zp+q

となるような積である. H1 は zk, k = 1, 2, 3, . . .で生成されていることをもう一度確認して
おく.

H1 上の積 ∗ を次の規則およびQ-双線型性により定義する:

H1. H1 の任意の元 w に対しw ∗ 1 = 1 ∗ w = w.

H2. H1 の任意の words w1, w2 と正整数 p, q に対し

zpw1 ∗ zqw2 = zp(w1 ∗ zqw2) + zq(zpw1 ∗ w2) + zp+q(w1 ∗ w2).

これは, 級数による展開の規則を深さに関して帰納的に適用しているのである.

例 1.4.2 深さが 1と 2の積は

zp ∗ zqzr = zp(1 ∗ zqzr) + zq(zp ∗ zr) + zp+q(1 ∗ zr)

= zpzqzr + zq(zpzr + zrzp + zp+r) + zp+qzr

= zpzqzr + zqzpzr + zqzrzp + zqzp+r + zp+qzr

となり, これが多重ゼータ値の積

ζ(p)ζ(q, r) = ζ(p, q, r) + ζ(q, p, r) + ζ(q, r, p) + ζ(q, p+ r) + ζ(p+ q, r)

に対応している.
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Hoffman [H2] はこの演算 ∗ が結合法則

w1 ∗ (w2 ∗ w3) = (w1 ∗ w2) ∗ w3

を満たし可換 w1 ∗ w2 = w2 ∗ w1 であること, 従ってこの積が H1 にQ上の可換代数の構造
を与えることを, 単項式の次数に関する帰納法で示した. このQ代数を H1

∗と書く. 部分空
間 H0 はこの積に関して H1

∗の部分代数となり, これを H0
∗と書く. Hoffman はさらに,写像

Z : H0 −→ R がこの積に関して準同型であること, すなわち,

(19) Z(w1 ∗ w2) = Z(w1)Z(w2) (w1, w2 ∈ H0)

の証明も与えた. (そもそもこうなるように ∗を定義しているのである.)

次に, 積分のシャッフル積に対応する積 X (これもシャッフル積, shuffle product,と呼ぶ)

を, こんどは全H = Q〈x, y〉上に, 次の規則および Q-双線型であること要請して定義する:

S1. H の任意の元w に対しwX1 = 1Xw = w.

S2. ui = x または y (i = 1, 2) と任意の words w1, w2 に対し

(u1w1)X(u2w2) = u1(w1Xu2w2) + u2(u1w1Xw2).

シャッフル積 X が結合法則 w1X(w2Xw3) = (w1Xw2)Xw3 をみたし, かつ可換 w1Xw2 =

w2Xw1 であることは容易に分かり, これにより H に可換なQ代数の構造が入る (シャッフル
積代数の一般的なことは [Reu] を参照). このQ代数を HX と書き, H1, H0 がそれぞれ部分
代数になるのでそれを H1

X , H0
X と書く. 反復積分のシャッフル積から来る多重ゼータ値の積

の規則は, 写像 Z : H0 −→ Rが X に関しても準同型である, つまり

(20) Z(w1Xw2) = Z(w1)Z(w2) (w1, w2 ∈ H0)

が成り立つこととして定式化される.

例 1.4.3 ? xXy = yXx = xy + yx.

? yXn := yXyX · · ·Xy︸ ︷︷ ︸
n

= n!yn.

? xXn := xXxX · · ·Xx︸ ︷︷ ︸
n

= n!xn.

? p, q ≥ 1 のとき

zpXzq = xp−1yXxq−1y =

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
zp+izq−i +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
zq+jzp−j.

? 特に p = 1 のとき, z1Xzq = yXxq−1y = zqz1 +
∑q−1

i=0 z1+izq−i.

演習問題 16 これらを証明せよ.

二つの式 (19), (20)を合わせることにより得られるのが (有限)複シャッフル関係式 ((finite)

double shuffle relation)である.
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命題 1.4.4 (有限複シャッフル関係式, finite double shuffle relation) 任意の w1, w2 ∈
H0 に対し

Z(w1Xw2 − w1 ∗ w2) = 0.

注意 1.4.5 w1, w2 共に定数でなければ常に ω1Xw2 6= w1 ∗w2なので (何故か?), これはいつ
も非自明な関係を与える.

ひとつ例をあげる.

例 1.4.6 w1 = zp = xp−1y, w2 = zq = xq−1y とする. w1, w2 ∈ H0 のための条件は p, q ≥ 2

である. 先の例であげたように　

w1Xw2 = zpXzq = xp−1yXxq−1y =

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
zp+izq−i +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
zq+jzp−j

であるので

Z(w1Xw2) =

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
Z(zp+izq−i) +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
Z(zq+jzp−j)

=

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
ζ(p+ i, q − i) +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
ζ(q + j, p− j).

一方, w1 ∗ w2 = zp ∗ zq = zpzq + zqzp + zp+q より

Z(w1 ∗ w2) = ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p+ q).

従って命題 1.4.4 より
q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
ζ(p+ i, q − i) +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
ζ(q + j, p− j) = ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p+ q)

である.

この例で p = 1 の場合は ω1 6∈ H0なので,命題 1.4.4 は適用出来ないが, 実際には前節 (“易し
い正規化”) でみたように, 最後の等式は発散する部分が打ち消しあって, 次が成立する.

(21)

q−1∑
i=1

ζ(1 + i, q − i) = ζ(1 + q).

これは深さ 2の和公式 (11)でもあるし, Hoffman の関係式 (10)の特別な場合とも見做せる.

一般には, w1 または w2 が発散する多重ゼータ値に対応するとき (H0 には入らないH1の
元のとき), Z(w1Xw2) と Z(w1 ∗ w2) には打ち消し合わない発散項が現れる. このようなと
きにまで話を拡張するのが以下で行なうことである.
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1.4.3 級数表示を用いた正規化

Q代数準同型 Z : H0
∗ −→ Rの H1

∗への拡張を代数的に定義する.

命題 1.4.7 Q代数準同型 Z∗ : H1
∗ −→ R[T ]で, 次の条件をみたすものが一意的に存在する.

Z∗
∣∣∣
H0
∗

= Z, Z∗(y) = T.

証明) これは, H1
∗, H0

∗ の構造に関する Hoffman の定理 [H2, Th. 3.1, Th. 4.1] より殆んど明
らかである. すなわち, その定理によれば, H1

∗ は H0
∗上 yで生成される多項式環 (積は ∗)に同

型である; H1
∗ ' H0

∗[y]. つまり, 任意の w ∈ H1
∗ は一意的に

w = w0 + w1 ∗ y + w2 ∗ y∗2 + · · ·+ wn ∗ y∗n (w0, w1, . . . , wn ∈ H0
∗)

の形に表せる. ここで wiをZ(wi)に, yを T に置き換えて得られるのが Z∗(w)である.

H1の元を上の形に書いたとき, その “定数項”を取り出す写像 (調和積による代数的な正規
化)が後で必要になるので定義しておく.

定義 1.4.8 H1の元wを

w = w0 + w1 ∗ y + w2 ∗ y∗2 + · · ·+ wn ∗ y∗n (w0, w1, . . . , wn ∈ H0)

と書いたとき, w0を reg∗(w)で表す.

このように代数的に定義される写像 Z∗ が, 解析的には以下のような意味を持つ. まず,

インデックス k = (k1, k2, . . . , kn) (k1 = 1 でもよい) に対して, 対応する H1 の元 w (=

xk1−1y · · ·xkn−1y) のZ∗による像を Z∗
k(T ) と書くことにする:

Z∗
k(T ) = Z∗(xk1−1y · · ·xkn−1y).

実例を挙げよう. 各自定義にのっとって計算してみられたい.

例 1.4.9

Z∗
1 (T ) = T,

Z∗
1,1(T ) =

T 2

2
− ζ(2)

2
,

Z∗
1,2(T ) = ζ(2)T − ζ(3)− ζ(2, 1),

Z∗
1,1,1(T ) =

T 3

6
− ζ(2)

2
T +

ζ(3)

3
,

Z∗
1,3(T ) = ζ(3)T − ζ(4)− ζ(3, 1),

Z∗
1,2,1(T ) = ζ(2, 1)T − ζ(3, 1)− ζ(2, 2)− 2ζ(2, 1, 1),

Z∗
1,1,2(T ) =

ζ(2)

2
T 2 − (ζ(3) + ζ(2, 1))T +

ζ(4)

2
+ ζ(3, 1) + ζ(2, 1, 1),

Z∗
1,1,1,1(T ) =

T 4

24
− ζ(2)

4
T 2 +

ζ(3)

3
T − ζ(4)

8
+
ζ(2, 2)

4
,

Z∗
1,1,1,1,1(T ) =

T 5

120
− ζ(2)

12
T 3 +

ζ(3)

6
T 2 −

(
ζ(4)

8
− ζ(2, 2)

4

)
T +

ζ(5)

30
− ζ(2, 3)

6
− ζ(3, 2)

6
.
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一方, 正数M > 0 とインデックス k = (k1, k2, . . . , kn) (k1 = 1 でもよい) に対して　

ζM(k1, k2, . . . , kn) =
∑

M>m1>···>mn>0

1

mk1
1 m

k2
2 . . .mkn

n

とおく. k1 ≥ 2 ならM → ∞ のとき ζM(k) → ζ(k) である. k1 = 1 ならM → ∞ のとき
ζM(k)は発散する.

この有限和 ζM(k) についても, 多重ゼータ値のときと同じ規則 (調和積) で 積を和になお
せることに注意する. 例えば,

ζM(a)ζM(b) = ζM(a, b) + ζM(b, a) + ζM(a+ b).

命題 1.4.10 (i) 任意の (収束とは限らない )インデックス kに対して, ある正数 J があり

ζM(k) = Z∗
k(logM + γ) +O(M−1 logJ M) (M →∞).

ただし γ は Euler の定数

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− log n

)
= 0.57721566490153286 . . .

である. すなわち, ζM(k)の発散の度合いは logM の多項式のオーダーであり, その多項式
がZ∗

k(T + γ)で与えられる.

(ii) k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

,k′), k′ は収束インデックス,とするとき,

Z∗
k(T ) = ζ(k′)

T s

s!
+低次の項

で, kの重さを k とすると, Z∗
k(T ) の T i の係数はZk−i (重さが k − i の多重ゼータ値で張

られるQベクトル空間 ) に属する.

証明) (i) s に関する帰納法で証明する. s = 0 のとき, すなわち k が収束インデックスの
ときは Z∗

k(T ) = ζ(k) であり, 評価

ζM(k) = ζ(k) +O(M−1 logJ M)

が成り立つことは, 補題 1.1.2 でやった収束性の証明での評価を参考にして容易に示すこと
が出来る（k1 = 2のときは 3行下の評価が必要）. これから出発して帰納的に証明するため
のポイントは二つで, 一つは上で述べたように ζM(k)も調和積の規則に従うこと, もう一つ
はよく知られた評価

ζM(1) = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

M − 1
= logM + γ +O

( 1

M

)
である. Z∗

(1)(T ) = Z∗(y) = T なので, この評価が k = (1) の場合を与える.

k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

,k′) (s ≥ 1, k′ = (k1, . . . , kr), k1 ≥ 2) のときは

ζM(1)ζM(1 . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′) = sζM(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

,k′) + ζM(2, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′) + ζM(1, 2, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′)(22)

+ · · ·+ ζM(1, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′) +
r∑

i=1

ζM(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′′
(i)) +

r∑
i=1

ζM(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

,k′′′
(i))
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ただし
k′′

(i) = (k1, . . . , ki, 1, ki+1, . . . , kr), k′′′
(i) = (k1, . . . , ki + 1, ki+1, . . . , kr)

とおいた. k′′
(i), k′′′

(i) は共に収束インデックスであることに注意.

他方, w = zk1zk2 · · · zkr と書き, 　

w(i) = zk1 · · · zki
z1zki+1

· · · zkr , w(i) = zk1 · · · zki+1zki+1
· · · zkr

とおくと,

y ∗ (ys−1w) = sysw + z2y
s−2w + · · ·+ ys−2z2w +

r∑
i=1

ys−1w(i) +
r∑

i=1

ys−1w(i).

両辺に Z∗ を施して（Z∗(y ∗ (ys−1w)) = Z∗(y)Z∗(ys−1w) = TZ∗(ys−1w) に注意し）すべて
インデックスの記法に書き換えると

TZ∗
1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′(T ) = sZ∗
1, . . . , 1
| {z }

s

,k(T ) + Z∗
2, . . . , 1
| {z }

s−1

,k(T ) + · · ·+ Z∗
1, . . . , 2
| {z }

s−1

,k(T )(23)

+
r∑

i=1

Z∗
1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′′
(i)

(T ) +
r∑

i=1

Z∗
1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′′′
(i)

(T ).

これが丁度 (22) に対応している. 帰納法の仮定により, k̃ が任意の収束インデックスのとき、
ある整数 J̃ ≥ 0 があって

(24) ζM(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−1

, k̃) = Z∗
1, . . . , 1
| {z }

s−1

,ek
(logM + γ) +O(M−1 logJ̃ M)

となる. k̃ = k′, k′′
(i), k

′′′
(i)についての (24) を (22) に代入し, (23) と比べることにより

ζM(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

,k′) = Z∗
1, . . . , 1
| {z }

s

,k′(logM + γ) +O(M−1 logJ M) (∃J ∈ Z, J ≥ 0)

が得られる.

また (ii) も (23)を用いれば容易に帰納的に示すことができる.

演習問題 17 評価

ζM(k) = ζ(k) +O(M−1 logJ M) (M →∞, J はある正数)

を示せ.

1.4.4 積分表示を用いた正規化

前節で行なったと同じことを今度はシャッフル積について行なう.

命題 1.4.11 Q代数準同型 ZX : H1
X
−→ R[T ]で, 次の条件をみたすものが一意的に存在

する.

ZX

∣∣∣
H0

X

= Z, ZX (y) = T.
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証明) シャッフル積代数の構造に関する定理 ([Reu, Th. 6.1]) よりH1
X ' H0

X [y]となり, 命
題 1.4.7 と同様に存在と一意性が分かる.

H1
X
の元の, H0

X
[y]の元としての具体的な書き表し方を与えておくことは,後の便宜にもな

るので, ここで同型H1
X
' H0

X
[y]の証明とともに与えておくことにする.

補題 1.4.12 H1 の任意の word ynw (n ∈ Z, n ≥ 0, w ∈ H0) は一意的に

(25) ynw = w0 + w1Xy + w2XyX2 + · · ·+ wnXyXn (w0, w1, . . . , wn ∈ H0)

と表せる (従って任意のH1の元もこの形に表せる ). ただし yX i = yX · · ·Xy︸ ︷︷ ︸
i

である. この

とき, 各 “係数” wi は, w = xw′ (w′ ∈ H1) と書くとき,

wi =
(−1)n−i

i!

(
x(yn−i

Xw′)
)

で与えられる. yX i = i! yiに注意すれば

(26) ynw =
n∑

i=0

(−1)n−i
(
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi.

証明) 式 (26)を nに関する帰納法で証明する. n = 0 のときは自明な式である. n− 1 まで
正しいとすると,

yn−1xw′ =
n−1∑
i=0

(−1)n−1−i
(
x(yn−1−i

Xw′)
)

Xyi =
n∑

i=1

(−1)n−i
(
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi−1.

いま, シャッフル積の定義における規則 S2 より,(
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi = x
(
(yn−i

Xw′)Xyi
)

+ y
((
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi−1
)

であるので

ynxw′ = y(yn−1xw′) = y
( n∑

i=1

(−1)n−i
(
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi−1
)

=
n∑

i=1

(−1)n−i
((
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi − x
(
(yn−i

Xw′)Xyi
))

=
n∑

i=0

(−1)n−i
((
x(yn−i

Xw′)
)

Xyi − x
(
(yn−i

Xw′)Xyi
))
.

ところで,
n∑

i=0

(−1)n−ix
(
(yn−i

Xw′)Xyi
)

= x
( n∑

i=0

(−1)n−i(yn−i
Xyi)

)
Xw′

であるが,

n∑
i=0

(−1)n−i(yn−i
Xyi) =

n∑
i=0

(−1)n−i

(
n

i

)
yn = (−1)n

(
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

))
yn = 0
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なので (26)が導かれる. あと示すべきは表示 (25) の一意性である. w ∈ H0 に対して

wXyn = ynw + yn−1w′
n−1 + · · ·+ yw′

1 + w′
0 (w′

n−1, . . . , w
′
0 ∈ H0)

と表せることが nに関する帰納法で容易に分かる. いま

w0 + w1Xy + w2Xy2 + · · ·+ wnXyn = 0 (w0, w1, . . . , wn ∈ H0)

とする. 左辺は ynwn + yn−1vn−1 + · · · + yv1 + v0 (v0, . . . , vn−1 ∈ H0) の形に書けるので
wn = 0 となる. 以下帰納的にwn−1 = 0, . . . , w0 = 0が結論される.

次の定義 (シャッフル積による代数的な正規化)があとで必要になる.

定義 1.4.13 H1の元wに対し, これを

w0 + w1Xy + w2XyX2 + · · ·+ wnXyXn (w0, w1, . . . , wn ∈ H0)

の形に書いたとき, その “定数項” w0を regX (w)で表す.

(26) によれば, w = xw′ をH0 の word とするとき,

(27) regX (ynw) = (−1)nx(yn
Xw′)

である.

調和積のときと同様に, インデックス k = (k1, k2, . . . , kn) (k1 = 1 でもよい) に対して, 対
応する H1 の元 w (= xk1−1y · · ·xkn−1y) のZX による像を ZX

k (T ) と書くことにする:

ZX

k (T ) = ZX (xk1−1y · · ·xkn−1y).

例 1.4.14

ZX

1 (T ) = T,

ZX

1,1(T ) =
T 2

2
,

ZX

1,2(T ) = ζ(2)T − 2ζ(2, 1),

ZX

1,1,1(T ) =
T 3

6
,

ZX

1,3(T ) = ζ(3)T − 2ζ(3, 1)− ζ(2, 2),

ZX

1,2,1(T ) = ζ(2, 1)T − 3ζ(2, 1, 1),

ZX

1,1,2(T ) =
ζ(2)

2
T 2 − 2ζ(2, 1)T + 3ζ(2, 1, 1),

ZX

1,1,1,1(T ) =
T 4

24
,

ZX

1,1,1,1,1(T ) =
T 5

120
.
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この多項式が, 定義 1.2.2 で導入した関数 Lik1,k2,...,kn(t) の t → 1 のときの発散の度合いを
計っている.

命題 1.4.15 (i) 任意の (収束とは限らない)インデックス k に対して, ある正数 J があり

Lik(z) = ZX

k (− log(1− z)) +O((1− z) logJ(1− z)) (z → 1, 0 < z < 1).

(ii) k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

,k′), k′ は収束インデックス,とするとき,

ZX

k = ζ(k′)
T s

s!
+低次の項

で, kの重さを k とすると, ZX

k の T i の係数はZk−i に属する.

証明) 命題 1.4.10の証明と同様の方針で出来る. ここで基本になるのは Li1(t) = − log(1−t)
である. k = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

s

,k′), k′ = (k1, . . . , kr) と書き k1 ≥ 2 とする. 命題の評価式を s に関す

る帰納法で示す. s = 0, つまり k が収束インデックスのときは,補題 1.2.3 より

ζ(k)− Lik(z) =

∫ 1

z

1

t
Lik1−1,k2,...,kn(t) dt

で, いま z < t < 1のとき∣∣∣∣1t Lik1−1,k2,...,kn(t)

∣∣∣∣ ≤ 1

z
Li1,1,...,1(t) =

Li1(t)
n

zn!
.

積分を計算すると ∫ 1

z

Li1(t)
n dt = O((1− z) logn(1− z))

がわかるから,

ζ(k)− Lik(z) = O((1− z) logn(1− z))

である.

s ≥ 1 とし, w = zk1zk2 · · · zkr とおく. シャッフル積の定義から

(28) yX
(
ys−1w

)
= sysw +

∑
w′

ys−1w′,

ここに w′ は H0 の単項式のある有限集合をわたる. 単項式 w′ に対応するインデックスを
k′′ = (k′′1 , . . . , k

′′
ν) (k′′1 ≥ 2) と書くと, 反復積分のシャッフル積から, これに対応して

(29) Li1(z)Li1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′(z) = sLi1, . . . , 1
| {z }

s

,k′(z) +
∑
w′

Li1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′′(z).

帰納法の仮定から収束インデックス k̃ に対し

(30) Li1, . . . , 1
| {z }

s−1

,ek(z) = ZX

1, . . . , 1
| {z }

s−1

,ek
(− log(1− z)) +O

(
(1− z) logJ̃(1− z)

)
(z → 1)
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ここで J̃ ≥ 0 は k̃ に依存するある整数. 一方 (28) に ZX を施して, インデックスの記法で
かくと

(31) TZX

1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′(T ) = sZX

1, . . . , 1
| {z }

s

,k′(T ) +
∑
w′

ZX

1, . . . , 1
| {z }

s−1

,k′′(T ).

(30) を (29) に代入し, (31) と比べることにより目標の評価式を得る.

(ii) も (31) から帰納的に従う.

例 1.4.9 と例 1.4.14 とを見比べると, 二つの正規化によって異なる多項式が得られている
ことがわかる. この二通りの正規化の関係がこれからの主題となる.

1.4.5 ガンマ関数概説

二つの写像 Z∗, ZX の間には非常にきれいな関係が成り立つ. これを記述し証明するため
にガンマ関数のいくつかの性質が必要になる. 実はガンマ関数 (の対数微分)は,リーマンゼー
タ関数の整数点での値の母関数なのであって, しかも正および負の整数点両方を一つに体し
ている. そしてその (正の方の)母関数が，多重ゼータ値の関係式の, 扇の要とも言うべき位
置で重要な役割を果たしている. それは次節以降で明らかにしていくが, ゼータ値において
そのように重要なガンマ関数であるから, 少し紙幅を費して解説しておくことにしよう. (と
は言うものの少々長くなりすぎたので, とりあえず 45 ページの次節に進み，必要に応じて
参照下さってもよい. また，これは多重ゼータ値からは離れるのであるが，digamma 関数に
ついて以前に書いたノートを，この機会に §3に付録として採録することにした．)

ガンマ関数というのは階乗 n!を補間するものであった. 一般の実数または複素数 xに対し
て x!をどう定義するか. まず x ∈ Nだとして, 次のような操作を行ってみる: N を任意の自
然数とするとき,

x! = 1 · 2 · · ·x = 1 · 2 · · ·x · (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

=
(x+N)!

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

1 · 2 · · ·N(N + 1) · · · (N + x)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

= N !
(N + 1) · · · (N + x)

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
.

いま, xは固定されていて, N →∞のとき

(N + 1) · · · (N + x) = Nx(1 +
1

N
) · · · (1 +

x

N
)

と Nx は同じオーダー (N →∞のとき比が 1に近づく)であるから, x ∈ Nのとき

x! = lim
N→∞

N ! ·Nx

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

である. ところで, 右辺の中身は xが負の整数でない限り意味を持つ! 例えば x = 0としてみ
るとこの式はN によらず 1であるので, 0! = 1と定義するのが妥当であろうということにな
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る. 一般の xについてこの極限の収束性を考えてみよう. 若干天下りだが, Nx = e(log N)xの
logN を

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

N
− γ

で置き換える. γは Euler定数である. この式と logN の差は 0に収束するから, 上の極限の
収束性と

lim
N→∞

N ! · e(1+1/2+···+1/N−γ)x

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

の収束性は等価である. ところで

N ! · e(1+1/2+···+1/N)x

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

(
N∏

n=1

(
1 +

x

n

)
e−x/n

)−1

であって, |α| < 1のとき

(1− α)eα = 1 + α+
α2

2!
+
α3

3!
+ · · · − α− α2 − α3

2!
− α4

3!
− · · ·

= 1− α2

[(
1− 1

2!

)
+

(
1

2!
− 1

3!

)
α+

(
1

3!
− 1

4!

)
α2 + · · ·

]
,

[ ]の中身の絶対値 ≤
(

1− 1

2!

)
+

(
1

2!
− 1

3!

)
+

(
1

3!
− 1

4!

)
+ · · · = 1

であるので, |α| < 1のとき
|1− (1− α)eα| ≤ |α|2.

よって |x| < nのとき ∣∣∣1− (1 +
x

n

)
e−x/n

∣∣∣ ≤ |x|2
n2

.

|x| ≥ nとなる有限個の nは無限積の収束性に影響しないことと,
∑∞

n=1 1/n2は絶対収束であ
ることから,

∏∞
n=1 (1 + x/n) e−x/n は任意の xに対して絶対収束 (ただし x ∈ −Nのときは

n = −xの項が 0となる), 従って極限

lim
N→∞

N ! ·Nx

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

も任意の x 6∈ −Nに対して存在する. Gauss はこれによって, ガンマ関数を定義した. 彼は
(正しく!)記号 Πxを用いているが, 現今まで流布することになった Legendre の記号ではこ
の値は Γ(1 + x)である:

(32) Γ(1 + x) = lim
N→∞

N ! ·Nx

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
.

基本的な関数等式

(33) Γ(1 + x) = xΓ(x)

もこれから直ちに従う. また,

Nx =
2x

1x
· 3

x

2x
· · · Nx

(N − 1)x
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より

N ! ·Nx

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

(1 + 1/1)x(1 + 1/2)x · · · (1 + 1/(N − 1))x

(1 + x/1)(1 + x/2) · · · (1 + x/(N − 1))(1 + x/N)

であるので,

Γ(1 + x) =
∞∏

n=1

(1 + 1/n)x

(1 + x/n)
(x 6∈ −N)

とも書ける. これが Euler の定義である (彼は実変数でのみ考えた). 先の考察からまた
Weierstrass の無限積表示

(34)
1

Γ(1 + x)
= eγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−x/n (∀x ∈ C)

も示したことになる. xを−xに変えたものをかければ, いわゆる相補公式

(35)
1

Γ(1 + x)Γ(1− x)
=

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
=

sin πx

πx

を得る. 右側の等号は §1.1 で用いた sin の無限積展開である.

ところで, Γ(x) (= Γ(1 + x)/x)の導入によく使われる積分表示

(36) Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt (Re(x) > 0)

を
Γ(x) = lim

N→∞

N ! ·Nx

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)

から導くには, 等式

N ! ·Nx

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

∫ N

0

(
1− t

N

)N

tx−1 dt

に注意して N → ∞の極限を取る (詳しくは [WW, Ch. XII]). この式は 1/x(x + 1)(x +

2) · · · (x + N)の部分分数分解を計算してみれば得られる. つまりこの有理式は x = ∞で 0

で, x = −i (0 ≤ i ≤ N)での留数

= lim
x→−i

1

x(x+ 1) · · · (x+ i− 1) · (x+ i+ 1) · · · (x+N)

=
1

(−i)(−i+ 1) · · · (−1) · 1 · 2 · · · (N − i)

= (−1)i 1

i!(N − i)!

から,

N !

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

N∑
i=0

(−1)i

(
N

i

)
1

x+ i
.

ここで
1

x+ i
=

1

Nx+i

∫ N

0

tx+i−1 dt
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より,

N ! ·Nx

x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+N)
=

N∑
i=0

(−1)i

(
N

i

)
1

N i

∫ N

0

tx+i−1 dt

=

∫ N

0

N∑
i=0

(−1)i

(
N

i

)(
t

N

)i

tx−1 dt

=

∫ N

0

(
1− t

N

)N

tx−1 dt.

さて, |x| < 1 として Weierstrass の公式 (34)の両辺の対数を取ると

− log Γ(1 + x) = γx+
∞∑

n=1

(
log
(
1 +

x

n

)
− x

n

)
= γx+

∞∑
n=1

(
∞∑

m=2

(−1)m−1 1

m
·
(x
n

)m
)

= γx−
∞∑

m=2

(−1)m ζ(m)

m
xm.

すなわち (mを nに変える)

(37) Γ(1 + x) = exp

(
−γx+

∞∑
n=2

(−1)n ζ(n)

n
xn

)
(|x| < 1).

この対数微分を取ると

Γ′(1 + x)

Γ(1 + x)
= −γ +

∞∑
n=2

(−1)nζ(n)xn−1 (|x| < 1).

“ζ(1)”を正規化した値が γだと思って ζ(1)を γと読むことにすれば

(38)
Γ′(1 + x)

Γ(1 + x)
=

∞∑
n=1

(−1)nζ(n)xn−1 = −
∞∑

n=0

(−1)nζ(1 + n)xn (|x| < 1)

とも書ける.

次に, x→∞のときの漸近展開 (Stirling の公式) について述べよう.

n → ∞ のときの n!の大きくなり方を考えるのだが, log n! を考えた方が扱いやすいだろ
うことは容易に想像がつく. 以下解析概論 [高]に従って解説する. y = log x のグラフ (上に
凸)を x = 1 から x = n+ 1/2まで書いて, log i を区間 [i− 1/2, i+ 1/2]を底辺とし高さ log i

の長方形の面積だと思いグラフの面積との出入りを考える．
y

x

y = log x

0 1 2 4 53
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すると

log n! = log 1 + log 2 + · · ·+ log n =

∫ n

1

log x dx+
1

2
log n− δn(39)

= n log n− n+ 1 +
1

2
log n− δn

=

(
n+

1

2

)
log n− n+ 1− δn,

ここに

δn = β1 − α2 + β2 − · · ·+ βn−1 − αn,

αi =

∫ i

i−1/2

(log i− log x) dx, βi =

∫ i+1/2

i

(log x− log i) dx

となる．グラフの凸性から αi > βi, βi > αi+1が分かり（下図参照）,

i+ 1
2ii− 1

2

αi
βi

y = log x
αi > βi

i+ 1
2

βi > αi+1

βi

αi+1

i→∞としたとき

αi <
1

2
· 1
2

(log i− log(i− 1/2)) =
1

4
log

(
i

i− 1/2

)
→ 0 (i→∞)

なので, 交代級数の極限
lim

n→∞
δn = δ

が存在する. 簡単な積分の計算で

βi − αi+1 =

(
i+

1

2

)
log

(
1 +

1

i

)
− 1

であるので, µn = δ − δnとおくと

µn =
∞∑

m=n

(βm − αm+1) =
∞∑

m=n

((
m+

1

2

)
log

(
1 +

1

m

)
− 1

)
.

|x| < 1のときの展開
1

2
log

(
1 + x

1− x

)
= x+

x3

3
+
x5

5
+ · · ·

39



より, (
m+

1

2

)
log

(
1 +

1

m

)
− 1 =

2m+ 1

2
log

(
1 + 1/(2m+ 1)

1− 1/(2m+ 1)

)
− 1

=
1

3(2m+ 1)2
+

1

5(2m+ 1)4
+

1

7(2m+ 1)6
+ · · ·

<
1

3(2m+ 1)2
· 1

1− 1/(2m+ 1)2
=

1

12m(m+ 1)
.

従って,

(40) 0 < µn <
1

12

∞∑
m=n

1

m(m+ 1)
=

1

12n
.

(0 < µnは βm > αm+1より.) よって, a = e1−δ とおくと (39) および (40)より,

(41) n! = ann+1/2e−n+µn , (0 < µn <
1

12n
).

定数 aの値を決めるために Γ(1/2)の値 (=
√
π) が必要になる. それは (35) で x = 1/2とし

(33) を使えばすぐ出るが,相補公式 (35) の導出に使った sin の無限積展開の証明を与えてい
ないので, ここでは Jacobi の方法でベータ積分に帰着させて計算しよう. Γ(x)の積分表示
(36)より,

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞

0

e−ttx−1 dt

∫ ∞

0

e−tty−1 dt =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(t+u)tx−1uy−1 dtdu.

ここで変数変換 t+u = v, t = vw を行なうと, u = v(1−w), 0 < v <∞, 0 < w < 1, Jacobi

行列式が−vとなって,

Γ(x)Γ(y) =

∫∫
0<v<∞
0<w<1

e−v(vw)x−1(v(1− w))y−1v dvdw

=

∫ ∞

0

e−vvx+y−1 dv

∫ 1

0

wx−1(1− w)y−1 dw

= Γ(x+ y)B(x, y).

ここに
B(x, y) =

∫ 1

0

wx−1(1− w)y−1 dw (x, y > 0)

であって (Euler のベータ積分), Euler の公式

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

が証明された. ここで x = 1/2 とおく. Γ(1) = 1はどの公式からもすぐ従うから,

Γ

(
1

2

)2

=

∫ 1

0

w−1/2(1− w)−1/2 dw.

w = sin2 ϕとおくと dw = 2 sinϕ cosϕdϕで,

Γ

(
1

2

)2

=

∫ π/2

0

(sinϕ)−1(cosϕ)−1 · 2 sinϕ cosϕdϕ = π.
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たとえば Gauss の公式 (32)から Γ(1/2) > 0が分かるから,

Γ

(
1

2

)
=
√
π

が得られた. 公式 (32)に x = −1/2を代入して計算することにより

Γ

(
1

2

)
= lim

N→∞

22N(N !)2

(2N)!
√
N

が得られるので,

(42)
√
π = lim

N→∞

22N(N !)2

(2N)!
√
N

となる. ところで, (41)より, N ! = aNN+1/2e−N+µN , (2N)! = a(2N)2N+1/2e−2N+µ2N とおけ
るのでこれを代入すると

22N(N !)2

(2N)!
√
N

=
a√
2
e2µN−µ2N .

µN , µ2N → 0 (N →∞)より,これはN →∞のときa/
√

2に収束するから, (42)よりa =
√

2π

となり, Stirling の公式

(43) n! =
√

2πnn+1/2e−n+µn (0 < µn <
1

12n
)

が得られた.

演習問題 18 公式 (42)から

π

2
=

∞∏
n=1

4n2

4n2 − 1
=

1∏∞
n=1 (1− 1/4n2)

( Wallis の公式)

および
π

4
=

∞∏
n=1

4n(n+ 1)

(2n+ 1)2
=

∞∏
n=1

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
を導け.

自然数 nに対する公式 (43)は正の実数 x > 0に対する公式

(44) Γ(1 + x) =
√

2πxx+1/2e−x+µ(x) (0 < µ(x) <
1

12x
)

として一般化される. µ(x)は具体的には

(45) µ(x) =
∞∑

n=0

((
x+ n+

1

2

)
log

(
1 +

1

x+ n

)
− 1

)
で与えられる. これをとりあえず認めるとしよう.

いま, Bn(t)をベルヌーイ多項式とし (B0(t) = 1, B1(t) = t−1/2, B2(t) = t2−t+1/6, . . .),

B̃n(t) := Bn(t− [t])を,区間 [0, 1)でのBn(t)を周期的に延長したものとする. B̃1(t)は整数点
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で不連続であるが, n ≥ 2ならば B̃n(t)は連続で, B̃n(0) = B̃n(1) = Bn (ベルヌーイ数), また
整数点以外で

(46) B̃′
n(t) = nB̃n−1(t) (n ≥ 1)

が成り立つ ([AIK, 4章] 参照).

積分
−
∫ 1

0

t− 1/2

t+ x
dt =

(
x+

1

2

)
log

(
1 +

1

x

)
− 1

より,

(47) µ(x) = −
∞∑

n=0

∫ 1

0

t− 1/2

t+ x+ n
dt = −

∞∑
n=0

∫ n+1

n

t− n− 1/2

t+ x
dt = −

∫ ∞

0

B̃1(t)

t+ x
dt.

右辺の積分から出発して, (46)を使って部分積分を繰り返していく.

µ(x) =
B̃2(0)

2x
− 1

2

∫ ∞

0

B̃2(t)

(t+ x)2
dt

=
B̃2(0)

2x
+
B̃3(0)

2 · 3x2
− 1

3

∫ ∞

0

B̃3(t)

(t+ x)3
dt

=
B̃2(0)

2x
+
B̃3(0)

2 · 3x2
+
B̃4(0)

3 · 4x3
− 1

4

∫ ∞

0

B̃4(t)

(t+ x)4
dt

= · · · · · ·

=
B̃2(0)

2x
+
B̃3(0)

2 · 3x2
+
B̃4(0)

3 · 4x3
+ · · ·+ B̃n+1(0)

n(n+ 1)xn
− 1

n+ 1

∫ ∞

0

B̃n+1(t)

(t+ x)n+1
dt.

ここで Euler の公式 ζ(−n) = −Bn+1/(n+ 1) = −B̃n+1(0)/(n+ 1) ([AIK, Th. 5.4]) より

(48) µ(x) = −ζ(−1)

x
− ζ(−2)

2x2
− ζ(−3)

3x3
− · · · − ζ(−n)

nxn
− 1

n+ 1

∫ ∞

0

B̃n+1(t)

(t+ x)n+1
dt.

(ζ(−2m) = 0より偶数次の項は実際には 0である.) 最後の項は, もう一度部分積分を行な

うと

− ζ(−n− 1)

(n+ 1)xn+1
− 1

n+ 2

∫ ∞

0

B̃n+2(t)

(t+ x)n+2
dt

となり, B̃n+2(t) が有界であることから, ある定数C > 0があって∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

B̃n+2(t)

(t+ x)n+2
dt

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ ∞

0

1

(t+ x)n+2
dt =

C

(n+ 1)xn+1
.

従って

(49) lim
x→∞

xn

(
− 1

n+ 1

∫ ∞

0

B̃n+1(t)

(t+ x)n+1
dt

)
= 0.
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即ち, (48), (49)は, 級数

−
∞∑

n=1

ζ(−n)

nxn
= −ζ(−1)

x
− ζ(−2)

2x2
− ζ(−3)

3x3
− · · · − ζ(−n)

nxn
− · · ·

が µ(x)の x → ∞での漸近級数 (定義その他はたとえば [寺, §4.17]) であることを示してい
る. これを

µ(x) ∼ −
∞∑

n=1

ζ(−n)

nxn
(x→∞)

と書く. Stirlingの公式 (44)の対数微分をとって, ζ(0) = −1/2,またn ≥ 2のとき (−1)nζ(1−
n) = ζ(1− n) (n奇数のとき ζ(1− n) = 0なので）に注意して計算すると

(50)
Γ′(1 + x)

Γ(1 + x)
∼ log x+

∞∑
n=1

(−1)n ζ(1− n)

xn
=

−∞∑
n=0

(−1)nζ(1 + n)xn (x→∞)

を得る. ここで, x → ∞のとき “ζ(1)” ∼ log xと思って最後の和では ζ(1)を log xに読み替
える. またその和で nは 0以下の整数をわたっていることに注意.

Γ(1 + x) の対数微分の 0と∞の近傍での二つの展開 (38), (50)の類似性は驚くべきもの
であると思う. ゼータ関数にとってのガンマ関数は, 単に無限素点での ‘ガンマ因子’として
の役割以上の ‘何か’を蔵しているのではないだろうかと思いたくなる. しかもそれが元々は
n!という, 自然数を順に掛けるだけのものから出発しているのだから何とも玄妙ではある.

最後に (44), (45)の証明であるが, 一つの厳密な証明が解析概論にあるので見てもらうと
して, ここではGauss の公式 (32)と Euler-Maclaurin の公式 ([AIK, 5章]) を用いる別証明
のスケッチを与えておくに留める.

演習問題 19 x > 0 に対して

Γ(1 + x) =
√

2πxx+1/2e−x+µ(x),

ただし

µ(x) = −
∫ ∞

0

B̃1(t)

t+ x
dt,

の以下の証明の細部を埋めよ.

まず (32)を

Γ(1 + x) = lim
N→∞

exp

(
−

N∑
r=1

log
(
1 +

x

r

)
+ x logN

)
と変形する. Euler-Maclaurin の公式の一番簡単な (B̃1(t)しか出てこない, 一番 “浅い”)形を
使って

−
N∑

r=1

log
(
1 +

x

r

)
+ x logN

= − log
(
1 +

x

N

)N+x+1/2

+

(
x+

1

2

)
log(1 + x)−

∫ N

1

B̃1(t)

(
1

t+ x
− 1

t

)
dt
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を導き, このN →∞の極限として

Γ(1 + x) = exp

(
−x+

(
x+

1

2

)
log(1 + x)−

∫ ∞

1

B̃1(t)

(
1

t+ x
− 1

t

)
dt

)
を得る. ここで x = n ∈ Nのときの Stirling 公式 (43)と比べることにより

exp

(
1 +

∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
=
√

2π

が分かり, 求める

Γ(1 + x) =
√

2πxx+1/2e−x+µ(x), µ(x) = −
∫ ∞

0

B̃1(t)

t+ x
dt

が得られる. 評価 0 < µ(x) < 1/12x は

0 <

(
x+ n+

1

2

)
log

(
1 +

1

x+ n

)
− 1 <

1

12

(
1

x+ n
− 1

x+ n+ 1

)
より従う.

log Γ(1 + x)のテイラー展開 (37)の一つの応用として次の定理の Zagier による証明を紹
介しよう.

定理 1.4.16 (Aomoto [Ao], Drinfel’d [Dr], Zagier)

1−
∞∑

m, n=1

ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

)XmY n = exp
( ∞∑

n=2

ζ(n)
Xn + Y n − (X + Y )n

n

)
証明) Drinfel’d 積分表示を使う.

ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) = I(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)

=

∫
· · ·
∫

1>t1>···>tm>u1>···>un>0

dt1
t1
· · · dtm

tm

du1

1− u1

· · · dun

1− un

=

∫ 1

0

1

(n− 1)!

(
log

1

1− u

)n−1

· 1

m!

(
log

1

u

)m du

1− u
.

よって X, Y 十分小 (−1 < Y < 0, −1 < X < 1 |X + Y | < 1) のとき
∞∑

m, n=1

ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

)XmY n−1 =

∫ 1

0

(1− u)−Y −1
(
u−X − 1

)
du

=
Γ(−Y )Γ(1−X)

Γ(1−X − Y )
+

1

Y
.
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これより

1−
∞∑

m, n=1

ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

)XmY n = 1− Y
(Γ(−Y )Γ(1−X)

Γ(1−X − Y )
+

1

Y

)

=
Γ(1− Y )Γ(1−X)

Γ(1−X − Y )

ここで (37)を使えば求める式が得られる.

以上，階乗の補間としてのガンマ関数がリーマンゼータ値の母関数になる，という点に重
心をおいてガンマ関数について概観した．複素関数としてのガンマ関数の基本的性質で述べ
落としていることもあるが，解析概論 [高] やWhittaker-Watson [WW], Remmert [Rem] そ
の他，定評ある本が多くあることであるし，この辺で本論に戻るとする．

1.4.6 正規化の基本定理

R-線形写像 ρ : R[T ] −→ R[T ] を次のように定義する. まず形式的冪級数 A(u) を Γ(1 +

x)eγxの x = 0での展開級数 (の xを uとしたもの, 式 (37) 参照)

A(u) = exp
( ∞∑

n=2

(−1)n

n
ζ(n)un

)
(= Γ(1 + u)eγu)

で定義し,

(51) ρ(eTu) = A(u)eTu

によって定める. つまり, 右辺の冪級数を展開したときの um の係数が ρ(Tm/m!) である.

ρ は可逆なR-線形写像であり, 逆は

(52) ρ−1(eTu) = A(u)−1eTu

で与えられる.

例 1.4.17

A(u) = 1 +

(
ζ(2)

2
u2 − ζ(3)

3
u3 +

ζ(4)

4
u4 − · · ·

)
+

1

2

(
ζ(2)

2
u2 − ζ(3)

3
u3 + · · ·

)2

+ · · ·

= 1 +
ζ(2)

2
u2 − ζ(3)

3
u3 +

(
ζ(4)

4
+
ζ(2)2

8

)
u4 + · · ·
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より

ρ(1) + ρ(T )u+ ρ(T 2)
u2

2
+ ρ(T 3)

u3

6
+ ρ(T 4)

u4

24
+ · · ·

= A(u)

(
1 + Tu+ T 2u

2

2
+ T 3u

3

6
+ T 4u

4

24
+ · · ·

)
=

(
1 +

ζ(2)

2
u2 − ζ(3)

3
u3 +

(
ζ(4)

4
+
ζ(2)2

8

)
u4 + · · ·

)
×
(

1 + Tu+ T 2u
2

2
+ T 3u

3

6
+ T 4u

4

24
+ · · ·

)
= 1 + Tu+

(
T 2 + ζ(2)

) u2

2
+
(
T 3 + 3ζ(2)T − 2ζ(3)

) u3

6

+
(
T 4 + 6ζ(2)T 2 − 8ζ(3)T + 6ζ(4) + 3ζ(2)2

) u4

24
+ · · · .

従って,

ρ(1) = 1,

ρ(T ) = T,

ρ(T 2) = T 2 + ζ(2),

ρ(T 3) = T 3 + 3ζ(2)T − 2ζ(3),

ρ(T 4) = T 4 + 6ζ(2)T 2 − 8ζ(3)T + 6ζ(4) + 3ζ(2)2,

· · · · · ·

§1.4.3, §1.4.4 において定義した二つの正規化写像Z∗, ZX : H1 → R[T ] の間には次の関係
が成り立つ.

定理 1.4.18 (Zagier) H1 上で
ZX = ρ ◦ Z∗.

言い換えると, 任意のインデックス k に対し

ZX

k (T ) = ρ
(
Z∗

k(T )
)
.

証明) 二つの多項式Z∗
k(T ), ZX

k (T ) はそれぞれ ζM(k) とLik(z)の発散の度合いを計るもの
であったから, 両者の関係を求める. まず

Lik(z) =
∑

m1>···>mn>0

zm1

mk1
1 m

k2
2 . . .mkn

n

=
∞∑

m=1

( ∑
m>m2>···>mn>0

1

mk1mk2
2 . . .mkn

n

)
zm

=
∞∑

m=1

(
ζm+1(k)− ζm(k)

)
zm

= (1− z)
∞∑

m=1

ζm(k)zm−1.
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命題 1.4.15によれば

(53) Lik(z) = ZX

k (− log(1− z)) +O((1− z) logJ(1− z)) (z → 1)

であるが, 一方上の式と命題 1.4.10より z → 1のとき

Lik(z) = (1− z)
∞∑

m=1

ζm(k)zm−1(54)

= (1− z)
∞∑

m=1

Z∗
k(logm+ γ)zm−1 +O

(
(1− z)

∞∑
m=1

m−1
(
logJ ′

m
)
zm−1

)
.

ここで J, J ′ はある正整数である. そこで,

∞∑
m=1

Z∗
k(logm+ γ)zm−1,

∞∑
m=1

m−1
(
logJ m

)
zm−1

を計算（評価）することにより (53), (54) を比較する.

補題 1.4.19 (i) P (T ) ∈ R[T ] に対し Q(T ) = ρ(P (T )) とおく. このときある正整数 J に
対して（J = degP と取れる）

∞∑
m=1

P (logm+ γ)zm−1 =
1

1− z
Q(− log(1− z)) +O

(
logJ(1− z)

)
(z → 1)

(ii) ` ≥ 0 に対して
∞∑

m=1

log`m

m
zm−1 = O

(
log`+1(1− z)

)
(z → 1)

証明) まず (ii) を証明する. l = 0のとき, 左辺は−z−1 log(1 − z)に等しく, これは z → 1

のとき O
(
log(1− z)

)
である. 一般の場合を帰納法で証明する. まず, mに無関係な定数Cl

があって

logl+1m ≤ Cl

m∑
n=1

logl n

n
(m ≥ 1, l ≥ 0).

演習問題 20 和を積分
∫ m

1
x−1 logl x dxと比較することによりこれを証明せよ.

これより, z < 1 に対し
∞∑

m=1

logl+1m

m
zm−1 ≤ Cl

∞∑
m=1

zm−1

m

m∑
n=1

logl n

n

= Cl

∞∑
n=1

logl n

n
zn−1

∞∑
r=1

zr−1

r + n− 1

< Cl

( ∞∑
n=1

logl n

n
zn−1

)(
1

z
log

1

1− z

)
.
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ii) の評価はこれより帰納法ですべての lに対して成り立つ.

次に i) であるが, ρ はR-線型写像であるから P (T ) = (T − γ)` について確かめればよい.

このとき Q(T ) = ρ((T − γ)`) とおくと, A(u) = Γ(1 + u)eγu だから

Q(T ) =
d`

du`

[
A(u)e(T−γ)u

]
u=0

=
d`

du`

[
Γ(1 + u)eTu

]
u=0

従って (1− z)−1−u の 2 項展開を使うと

1

1− z
Q
(
− log(1− z)

)
=

d`

du`

[ Γ(1 + u)

(1− z)1+u

]
u=0

=
d`

du`

[ ∞∑
m=1

Γ(m+ u)

Γ(m)
zm−1

]
u=0

=
∞∑

m=1

Γ(`)(m)

Γ(m)
zm−1

ところで Stirling の公式 (44), (47) から

log Γ(x) =
(
x− 1

2

)
log x− x+ log

√
2π −

∫ ∞

0

B̃1(t)

x+ t
dt (x > 0).

これを次々に微分したものを使って帰納的に評価式

(55)
Γ(`)(m)

Γ(m)
= log`m+O

( log`−1m

m

)
(m→∞)

を示すことができる.

演習問題 21 これをきちんと実行せよ.

よって (ii) の評価も使って
∞∑

m=1

Γ(`)(m)

Γ(m)
zm−1 =

∞∑
m=1

(
log`m

)
zm−1 +O

(
log` 1

1− z
)

=
∞∑

m=1

P (logm+ γ)zm−1 +O
(
log` 1

1− z
)
.

これで補題の (i) が証明された.

定理 1.4.18 の証明に戻ろう．Q(T ) = ρ(Z∗
k(T )) とおく．補題 1.4.19 の (i) より，

∞∑
m=1

Z∗
k(logm+ γ)zm−1 =

1

1− z
Q(− log(1− z)) +O

(
logJ(1− z)

)
.

一方 (53), (54) の右辺を等しいとおいて，補題 1.4.19 の (ii) を用いると，ある正整数 J ′′が
あって

∞∑
m=1

Z∗
k(logm+ γ)zm−1 =

1

1− z
ZX

k (− log(1− z)) +O
(
logJ ′′

(1− z)
)

となる．従ってこの二つより，ある正整数 J ′′′があって

ZX

k (− log(1− z)) = Q(− log(1− z)) +O((1− z) logJ ′′′
(1− z)) (z → 1)
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ということになるが，Q(T ) = ρ(Z∗
k(T )), ZX

k (T )はともに多項式であるから定理の結論である

ZX

k (T ) = ρ(Z∗
k(T ))

を得る.

注意 1.4.20 以上定理 1.4.18 を解析 (hard analysis) を用いて証明した. それは, 多重ゼー
タ値の二通りの正規化の解析的な意味付けを考えて, それらを比較するという, 自然な方法
であるが, 一方, 正規化そのものは代数的に定義できた. そこで, 定理 1.4.18 のもっと代数的
な証明があるのではないかという疑問が湧く. これについては §1.5.2 の注意 1.5.6 を参照.

例 1.4.21 w = yxy として補題 1.4.12 により

yxy = (−1)
(
x(yXy)

)
+
(
x(1Xy)

)
Xy = −x(yXy) + (xy)Xy = −2xy2 + (xy)Xy

ZX を施して
ZX (yxy) = −2ζ(2, 1) + ζ(2)T

他方 y ∗ (xy) = yxy + xy2 + x2y より yxy = −xy2 − x2y + (xy) ∗ y, 従って, Z∗(yxy) =

−ζ(2, 1)− ζ(3) + ζ(2)T . 定理 1.4.18 と ρ(1) = 1, ρ(T ) = T であることから

ZX (yxy) = ρ(Z∗(yxy)) = ρ
(
−ζ(2, 1)− ζ(3) + ζ(2)T

)
= −ζ(2, 1)− ζ(3) + ζ(2)T

これより ζ(3) = ζ(2, 1) を得る. この例では T について 1次なので ρが実質的な役割を果た
していないが, 次に k = (1, 1, 2) (w = y2xy) ととろう. すると

ZX

1,1,2(T ) =
1

2
ζ(2)T 2 − 2ζ(2, 1)T + 3ζ(2, 1, 1),

Z∗
1,1,2(T ) =

1

2
ζ(2)T 2 −

(
ζ(3) + ζ(2, 1)

)
T +

1

2
ζ(4) + ζ(3, 1) + ζ(2, 1, 1) ,

と計算され (確かめよ), ZX
1,1,2(T ) = ρ(Z∗

1,1,2(T )) および ρ(T 2) = T 2 + ζ(2) から, 1次の係数
を比べて再び (三度,四度?) ζ(2, 1) = ζ(3) を得, 定数項を比べて

3ζ(2, 1, 1) =
1

2
ζ(2)2 +

1

2
ζ(4) + ζ(3, 1) + ζ(2, 1, 1)

を得る.

1.4.7 正規化された複シャッフル関係式

定理 1.4.18 から「一般複シャッフル関係式」(“regularlized double shuffle relation”, なお，
Racinet [Rac] による別の定式化がある) とその系を導く.

定理 1.4.22 (一般複シャッフル関係式, regularized double shuffle relation, [IKZ])
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(i) 任意のw1 ∈ H1, およびw0 ∈ H0に対し

ZX (w1Xw0 − w1 ∗ w0) = 0

が成り立つ. 特にその定数項である

(56) Z (regX (w1Xw0 − w1 ∗ w0)) = 0 (∀w1 ∈ H1, ∀w0 ∈ H0).

(ii) 任意のw1 ∈ H1, およびw0 ∈ H0に対し

Z∗(w1Xw0 − w1 ∗ w0) = 0

が成り立つ. 特にその定数項である

(57) Z (reg∗(w1Xw0 − w1 ∗ w0)) = 0 (∀w1 ∈ H1, ∀w0 ∈ H0).

式 (56) および (57) は命題 1.4.4を特別な場合として含むことに注意する.

証明) (i) w1 ∈ H1, w0 ∈ H0とする. 定理 1.4.18 の式

ZX (w1) = ρ(Z∗(w1))

の両辺に Z(w0) (= ZX (w0) = Z∗(w0) ∈ R)を掛けると, ZX , Z∗はそれぞれ積X, ∗について
準同型であり, ρはR-線形であることから

ZX (w1Xw0) = ρ(Z∗(w1 ∗ w0))

を得る. ここで右辺にふたたび定理 1.4.18 を用いれば

ZX (w1Xw0) = ZX (w1 ∗ w0)

となり, (i) が得られた. 同様に, 定理 1.4.18 を

Z∗(w1) = ρ−1(ZX (w1))

の形で用いれば (ii) が示される.

この定理で w1 = ym (m ≥ 1)とおくと次が得られる. (i) では regX (ym) = 0に注意する.

系 1.4.23 (i) 任意の自然数m ≥ 1とw0 ∈ H0に対して

(58) Z (regX (ym ∗ w0)) = 0

が成り立つ.

(ii) 任意の自然数m ≥ 1とw0 ∈ H0に対して

(59) Z (reg∗(y
m

Xw0 − ym ∗ w0)) = 0

が成り立つ.
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例 1.4.24 w1 = y2, w0 = xy とすると

y2
Xxy = 3xy3 + 2yxy2 + y2xy,

y2 ∗ xy = x2y2 + xy3 + yx2y + yxy2 + y2xy.

(56) を用いれば

ZX (y2
Xxy − y2 ∗ xy) = ZX (2xy3 + yxy2 − x2y2 − yx2y) = 0.

ここで

ZX (yxy2) = ζ(2, 1)T − 3ζ(2, 1, 1)

ZX (yx2y) = ζ(3)T − ζ(2, 2)− 2ζ(3, 1)

より
(ζ(2, 1)− ζ(3))T + ζ(3, 1) + ζ(2, 2)− ζ(2, 1, 1) = 0.

これより
ζ(2, 1) = ζ(3), ζ(3, 1) + ζ(2, 2) = ζ(2, 1, 1)

が得られる.

(58) を用いるなら,

regX (yx2y) = −xyxy − 2x2y2, regX (yxy2) = −3xy3, regX (y2xy) = 3xy3

より,

Z(regX (y2 ∗ xy)) = Z(xy3 − xyxy − x2y2) = ζ(2, 1, 1)− ζ(2, 2)− ζ(3, 1) = 0.

多重ゼータ値の関係式について，次が予想されている.

予想 多重ゼータ値のすべての (Q上の ) 代数関係式は (19), (20), 定理 1.4.18から導かれる.

この予想は, 積をすべて和に直して考えれば, そして上の定理にある同値性から, 次と同値で
ある.

予想 多重ゼータ値のすべての (Q-)線形関係式は, (56) または (57) から導かれる. あるい
は, 命題 1.4.4および, (58) または (59) から導かれる.

演習問題 22 (56) または (57) のみを用いて,重さ 5 の多重ゼータ値の空間の次元≤ 2を示
せ. より高い重さについても, 計算できる範囲で (56) や (58) (と命題 1.4.4) などから従う関
係式を求めよ.

フランス Lille の Petitot, Minh らのグループは, 命題 1.4.4と, (58) の m = 1 の場合
(Hoffman の関係式) だけで十分であると予想している. 彼らは計算機で重さ 16 以下のとき
これ (予想次元まで落ちること) を確かめている. なお最近 [KNT] によって，重さ 20までは
これらで十分であるということが検証された．
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1.4.8 和公式の導出

この節では, 一般複シャッフル関係式を用いて和公式 (11) を導いてみる. 実際, 系 1.4.23

の特別な場合として次の関係が得られる.

命題 1.4.25 S(k,m) で H0 の重さ k, 深さ m の単項式すべての和を表す. k > m + 1 ≥ 2

である任意の k と m に対し,

(−1)mregX (ym ∗ xk−m−1y) = S(k,m+ 1)− S(k,m).

両辺に Z を施すと, (58) より左辺は 0 となる. 従って右辺も 0で, これより,定まった重さ,

深さを持つ多重ゼータ値の和は深さによらないことが結論される. すなわちその和は深さ 1

の Riemann ゼータ値に等しく, 和公式がいえたことになる.

証明) 調和積 ym ∗ xk−m−1y を計算する. これは多重ゼータ値の積 ζ(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

)ζ(k−m)に

対応するので容易に計算できて

ym ∗ xk−m−1y =
m∑

i=0

yixk−m−1ym+1−i +
m−1∑
j=0

yjxk−mym−j

となる. (27) より,

regX (ym ∗ xk−m−1y)

=
m∑

i=0

(−1)ix(yi
Xxk−m−2ym+1−i) +

m−1∑
j=0

(−1)jx(yj
Xxk−m−1ym−j)

= xk−m−1ym+1 +
m∑

i=1

(−1)ix
{
(yi

Xxk−m−2ym−i)y + (yi−1
Xxk−m−2ym+1−i)y

}
+ xk−mym +

m−1∑
j=1

(−1)jx
{
(yj

Xxk−m−1ym−1−j)y + (yj−1
Xxk−m−1ym−j)y

}
=

m∑
i=0

(−1)ix(yi
Xxk−m−2ym−i)y +

m−1∑
i=0

(−1)i+1x(yi
Xxk−m−2ym−i)y

+
m−1∑
j=0

(−1)jx(yj
Xxk−m−1ym−1−j)y +

m−2∑
j=0

(−1)j+1x(yj
Xxk−m−1ym−1−j)y

= (−1)mx(ym
Xxk−m−2)y + (−1)m−1x(ym−1

Xxk−m−1)y

= (−1)m(S(k,m+ 1)− S(k,m)).

注意 1.4.26 双対性を一般複シャッフル関係式から導くことが，一般にはまだ出来ていない.

梶川 [Kaj] によって
ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−1

) = ζ(n+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

)
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の形の双対性，またそれを，「与えられた重さ，深さ，高さをもつ多重ゼータ値の和とその双
対が等しい」という形に一般化したもの（上記はその高さ 1の場合）が一般複シャッフル関
係式から導かれることは証明されている．

1.4.9 多重ゼータ関数の極

正規化の別の応用として, ある多重ゼータ関数の極での主要部を与える.

(収束とは限らない)インデックス k に対し, 次の多重ゼータ関数を考えよう.

ζ(k; s) = ζ(k1 + s, k2, . . . , kn) :=
∑

m1>···>mn>0

1

mk1+s
1 mk2

2 · · ·mkn
n

この ζ(k; s)は sの有理型関数として全 s平面に解析接続されることが知られている ([AK1]，
より一般には [AET]). k1 > 1 なら ζ(k; s) は s = 0 で正則で ζ(k; 0) = ζ(k)である.

定理 1.4.27 (i) 多項式 ZX

k (T ) を

ZX

k (T ) =
ν∑

j=0

cj
T j

j!

と表すとき, 関数 Γ(s+ 1)ζ(k; s) の s = 0 での主要部が次で与えられる :

Γ(s+ 1)ζ(k; s) =
ν∑

j=0

cj
sj

+O(s), (s→ 0).

(ii) 多項式 Z∗
k(T ) を

Z∗
k(T ) =

ν∑
j=0

bj
(T − γ)j

j!

と表すとき (γ = Euler 定数 ), 関数 ζ(k; s) の s = 0 での主要部が次で与えられる :

ζ(k; s) =
ν∑

j=0

bj
sj

+O(s), (s→ 0).

証明) (i) k = (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

) のときは ZX

k (T ) は T n/n! に等しい（yn = yXn/n!）. このとき

は (i) の式は

(60) Γ(s+ 1)ζ(s+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) =
1

sn
+O(s), (s→ 0).

詳細は省略するが, これは [AK1, Proposition 4, (ii)] で示された. 次に, 多重 poly-log 関数
Lik(z) を用いて

(61) Γ(s)ζ(k; s) =

∫ ∞

0

ts−1Lik(e
−t) dt
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はスタンダードな方法で示すことができる. 一方命題 1.4.15 (i) により, ある正定数 C, δ が
存在し ∣∣ Lik(e−t)− ZX

k (− log(1− e−t))
∣∣< C

(
1− e−t

)δ
, (t→ +0)

となるので, Γ(s+ 1)ζ(k; s) = sΓ(s)ζ(k; s) の s = 0 での主要部は, 関数

s

∫ ∞

0

ts−1ZX

k (− log(1− e−t)) dt = s
ν∑

j=0

cj
j!

∫ ∞

0

ts−1(− log(1− e−t))j dt

の s = 0 での主要部と一致する.
(
− log(1− e−t)

)j
/j! = Li1, . . . , 1

| {z }

j

(e−t) であるので (61), (60)

を用いて

s

∫ ∞

0

ts−1

(
− log(1− e−t)

)j
j!

dt = Γ(s+ 1)ζ(s+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j−1

) =
1

sj
+O(s), (s→ 0).

故に

s

∫ ∞

0

ts−1ZX

k (− log(1− e−t)) dt =
ν∑

j=0

cj
sj

+O(s), (s→ 0).

かくして (i) は示された.

(ii) は省略するが, (i) と写像 ρの定義から導かれる.

演習問題 23 (ii) の証明を与えよ.

1.5 導分関係式と一般複シャッフル関係式
1.5.1 導分関係式

H = Q〈x, y〉 の導分 (derivation)とは, Q-線形写像 ∂ : H −→ Hで, 任意の w, w′ ∈ Hに
対し

∂(ww′) = ∂(w)w′ + w∂(w′)

を満たすものである. H は xと yで生成されているので, ∂は ∂(x)と ∂(y)で決まってしま
う. また, ∂(x) と ∂(y)を自由に与えたとき, そのような導分が唯一定まる.

定義 1.5.1 τ を H の Q-反自己同型 (τ(ww′) = τ(w′)τ(w)をみたすもの) で τ(x) = y,

τ(y) = x なるものとする.

双対性 (定理 1.2.8) は, すべての w0 ∈ H0 に対して

Z(w0) = Z(τ(w0))

が成り立つこと, と言うことができる.

定義 1.5.2 正の整数 n ≥ 1 に対して, H の導分 ∂n を

∂n(x) = x(x+ y)n−1y, ∂n(y) = −x(x+ y)n−1y

で定義する.
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x(x+ y)n−1yは x で始まり y で終わる n+ 1次の単項式すべての和であるから, 特に ∂n は
H0を保つ.

定理 1.5.3 (導分関係式, derivation relation) 任意の自然数 n ≥ 1 と任意の ω0 ∈ H0 に
対して,

(62) Z(∂n(w0)) = 0.

例 1.5.4

∂2(xy) = ∂2(x)y + x∂2(y) = (x(x+ y)y) y + x (−x(x+ y)y)

= x2y2 + xy3 − x3y − x2y2 = xy3 − x3y.

より,

Z(∂2(xy)) = Z(xy3 − x3y) = ζ(2, 1, 1)− ζ(4) = 0.

また

∂2(x
2y) = ∂2(x)xy + x∂2(x)y + x2∂2(y)

= (x2y + xy2)xy + x(x2y + xy2)y − x2(x2y + xy2)

= x2yxy + xy2xy + x2y3 − x4y.

より

Z(∂2(x
2y)) = Z(x2yxy + xy2xy + x2y3 − x4y) = ζ(3, 2) + ζ(2, 1, 2) + ζ(3, 1, 1)− ζ(5) = 0.

演習問題 24 この定理の n = 1 の場合が Hoffman の関係式 (10)に他ならないことを示せ.

1.5.2 定理 1.5.3 の証明

以下 H をその完備化である 2変数非可換べき級数環 Ĥ := Q〈〈x, y〉〉 に埋め込んで考える.

H のときと同様に Ĥ1 := Q + Ĥy, Ĥ0 := Q + xĤy とする. 積 ∗, X はそれぞれ自然に Ĥ1, Ĥ

に延長され, ∗ に関して Ĥ0 は部分代数, X に関して Ĥ1, Ĥ0 は部分代数となっている. また,

H の導分 ∂n は自然に Ĥ に延長され,それも同じ文字で表す.

はじめに, 両定理の証明にとって基本的な等式を与えておく. zn := xn−1y (n ≥ 1)とおい
たことを思い出す.

命題 1.5.5 可換環 Ĥ1
∗ 上の冪級数環 Ĥ1

∗[[u]]において等式

(63) exp∗

(
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
znu

n

)
= 1 + yu+ y2u2 + y3u3 + · · ·

が成り立つ. exp∗は Ĥ1
∗[[u]]における expで, 通常通り f ∈ uĤ1

∗[[u]]に対し

exp∗(f) =
∞∑

n=0

fn

n!
,

ただし係数の積が ∗であることを明記する為に記号 ∗をつけている.
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証明) 両辺の log∗ をとって
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
znu

n = log∗(1 + yu+ y2u2 + · · · ),

更にこれの u · ∂/∂uをとった

(64)

(
∞∑

n=1

(−1)n−1znu
n

)
∗
(
1 + yu+ y2u2 + · · ·

)
= yu+ 2y2u2 + 3y3u3 + · · ·

を示せばよい. ところでこの式を対応する (形式的) 多重ゼータ値で書くと (Z∗ をとったわ
けではない．単に見やすくするための形式的記号として ζ(1) 等を理解する)(

ζ(1)u− ζ(2)u2 + ζ(3)u3 − · · ·
)
∗ (1 + ζ(1)u+ ζ(1, 1)u2 + ζ(1, 1, 1)u3 + · · · )

= ζ(1)u+ 2ζ(1, 1)u2 + 3ζ(1, 1, 1)u3 + · · ·

となり, 帰納的に調和積を計算して確かめることができる.

演習問題 25 これを実行せよ.

注意 1.5.6 (i) (63) において u = ±1 とおくと (或は, 展開して un の係数を比べたものを
再び Ĥ での等式にまとめる, と思えばよい ), Ĥ1

∗ における等式

(65) exp∗

(
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
zn

)
=

1

1− y
, exp∗

(
−

∞∑
n=1

zn

n

)
=

1

1 + y

を得る. ただし右辺はそれぞれ 1 + y + y2 + y3 + · · · , 1− y + y2 − y3 + · · · を表している.

(ii) 実は, 式 (63), (64), (65) などは, 基本対称式, 完全対称式, 巾和対称式の関係を与え
るスタンダードな関係式として解釈することができる (たとえば (64) は Newton の公式 ).

Hoffman [H2] 参照のこと. そこでは更に, H1
∗ は “quasi-symmetric functions” のなす代数と

同一視できることが述べられている.

(iii) またこの (63) から定理 1.4.18 の特別な場合を導くことが出来る. まず両辺に Z∗ を
施す :

(66) 1 +
∞∑

n=1

Z∗(yn)un = eTu · A(u)−1.

この両辺に ρ を施すと

1 +
∞∑

n=1

ρ (Z∗(yn))un = eTu

を得るが, 右辺の un の係数 T n/n! は ZX (yn) に他ならないから,

(67) ZX (yn) = ρ (Z∗(yn))

である. つまり, 定理 1.4.18 の k = (1, 1, . . . , 1) の場合はこのように代数的に証明される.
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(iv) (66) と, ガンマ関数の Weierstrass の無限積 (34)とから, Z∗(yn) (これはまた (67) よ
り ρ−1(T n/n!)でもあることに注意 ) の具体的な公式が得られる. すなわち, A(u) の定義と
(34)より

A(u)−1 =
∞∏

n=1

(
1 +

u

n

)
e−u/n

であるが, 各因子を

(
1 +

u

n

)
e−u/n =

(
1 +

u

n

)( ∞∑
k=0

(−1)k uk

k!nk

)
=

∞∑
k=0

(−1)k

(
uk

k!nk
+

uk+1

k!nk+1

)
= 1 +

∞∑
k=2

(−1)k−1 (k − 1)uk

k!nk

と展開し, さらに積を展開すると,

A(u)−1 =
∞∏

n=1

(
1 +

∞∑
k=2

(−1)k−1 (k − 1)uk

k!nk

)

= 1 +
∞∑

k=2

(−1)k

 ∑
k1+k2+···+km=k

m≥1,ki≥2

(−1)m (k1 − 1)(k2 − 1) · · · (km − 1)

k1!k2! · · · km!
ζ(k1, k2, . . . , km)

uk.

従って, (66) より,

Z∗(yn) = ρ−1

(
T n

n!

)
=

T n

n!
+

n∑
k=2

(−1)k
∑

k1+···+km=k
m≥1,ki≥2

(−1)m (k1 − 1) · · · (km − 1)

k1! · · · km!
ζ(k1, . . . , km) · T n−k

(n− k)!
.

ところで, この表示は, 代数的に (すなわち H1 ' H0[y]のレベルで )計算して得られる Z∗(yn)

の表示式と一致するであろうか (計算機でn = 10 まで計算したところ一致した ). Weierstass

の無限積は解析的な式であるが, (ii) で述べたような解釈を通して代数的な意味付けが出来
るのであろうか.

さて, まず定理 1.5.3 を, (62) と (58) が同値であることを示すことで証明する.

新しく二つの導分を定義し, ∂n との関係をみる. まず, 各 zn = xn−1y (n = 1, 2, 3, . . .) に
対し, δn : H1 → H1 を,

δn(w) := znw − zn ∗ w (w ∈ H1)

で定義する.

命題 1.5.7 δn は H1 の導分である. 更に, δn は H の導分に延長され, 生成元への作用は

(68) δn(x) = 0, δn(y) = −(x+ y)zn

で与えられる.
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証明) 任意の w, w′ ∈ H1 に対し,

zn ∗ (ww′) = (zn ∗ w)w′ + w(zn ∗ w′)− wznw
′

が成り立つことは, 調和積の定義からすぐにわかる. これより,

znww
′ − zn ∗ (ww′) = (znw − zn ∗ w)w′ + w(znw

′ − zn ∗ w′).

よって δn は H1 の導分である.

また, H の導分 δ′ を (68) と同じ作用で定義すると,

δ′(zk) = δ′(xk−1y) = −xk−1(x+ y)zn = −zk+n − zkzn

= znzk − zn ∗ zk = δn(zk).

すなわち δ′ と δn は H1 の生成元での値が同じだから, H1 上一致する.

今, Ĥ の導分 δ を

δ :=
∞∑

n=1

δn
n

で定義すると, (68)より

δ(x) = 0, δ(y) = −(x+ y)t, ただし t :=
∞∑

n=1

zn

n

である. δ は Ĥ1, Ĥ0 を保つことに注意.

Ĥ の自己同型 Φ を

Φ := exp(δ) = exp

(
∞∑

n=1

δn
n

)
で定義する. 一般に ∂ が Ĥ の次数を上げる導分であれば exp(∂) は Ĥ の (次数 2以上を法と
して恒等的な) 自己同型となる. それは,導分の Leibniz 則

∂n(uv) =
n∑

i=0

(
n

i

)
∂i(u)∂n−i(v)

から積についての準同型性

exp(∂)(uv) =
∞∑

n=0

∂n(uv)

n!
=

∞∑
n=0

1

n!

∑
i+j=n
i,j≥0

n!

i!j!
∂i(u)∂j(v)

=
∞∑
i=0

∂i(u)

i!

∞∑
j=0

∂j(v)

j!
= (exp(∂)(u)) (exp(∂)(v))

が従うことに基づく.
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命題 1.5.8 自己同型 Φ は

(69) Φ(x) = x, Φ(x+ y) = (x+ y)(1 + y)−1

をみたし, H1 上では

(70) Φ(w) = (1 + y)

(
1

1 + y
∗ w
)

(w ∈ H1)

で与えられる.

証明) w ∈ H1 に対し δ(w) = tw − t ∗ w である. また,

δ((x+ y)w) = −(x+ y)tw + (x+ y)δ(w) = −(x+ y)(t ∗ w)

より, 帰納的に, 任意の n ≥ 1 に対し

δn(x) = 0, δn(x+ y) = (−1)n(x+ y)t∗n

が分かる. n! で割って和をとることにより

Φ(x) = x, Φ(x+ y) = (x+ y) exp∗(−t)

を得るが, (65) より exp∗(−t) = (1 + y)−1であるので, (69) を得る.

また (70) であるが, まず,

Φ(y) = (x+ y)(1 + y)−1 − x
= y − (xy + y2) + (xy2 + y3)− (xy3 + y4) + · · ·

より,

Φ(zk) = xk−1Φ(y) = xk−1y − (xky + xk−1y2) + (xky2 + xk−1y3)− · · ·
= zk − (zk+1 + zky) + (zk+1y + zky

2)− (zk+1y
2 + zky

3) + · · ·

= zk +
∞∑
i=1

(−1)i(zk+1y
i−1 + zky

i).

一方, 調和積の定義より i ≥ 1 に対し

yi ∗ zk = y(yi−1 ∗ zk) + zky
i + zk+1y

i−1.

これに (−1)i をかけて和をとれば

1

1 + y
∗ zk − zk = −y

(
1

1 + y
∗ zk

)
+

∞∑
i=1

(−1)i(zky
i + zk+1y

i−1).

移項して
(1 + y)

(
1

1 + y
∗ zk

)
= Φ(zk)
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を得る. すなわち (70)はw = zkについては正しい．次に, H1のword wに対し

(1 + y)

(
1

1 + y
∗ zpw

)
= (1 + y)

(
1

1 + y
∗ zp

)
(1 + y)

(
1

1 + y
∗ w
)

(71)

を示す. まず

1

1 + y
∗ zp =

(
1− y

1 + y

)
∗ zp

= zp −
(
z1 ·

1

1 + y

)
∗ zp

= zp − z1

(
1

1 + y
∗ zp

)
− zp

(
z1 ·

1

1 + y

)
− zp+1 ·

1

1 + y

= zp ·
1

1 + y
− z1

(
1

1 + y
∗ zp

)
− zp+1 ·

1

1 + y

となるので, 第 2項を左辺に移行し両辺に右から (1 + y)
(

1
1+y
∗ w
)
を掛けると

(1 + y)

(
1

1 + y
∗ zp

)
(1 + y)

(
1

1 + y
∗ w
)

= (zp − zp+1)

(
1

1 + y
∗ w
)

(72)

を得る. 一方,

1

1 + y
∗ zpw = zpw −

(
z1 ·

1

1 + y

)
∗ zpw

= zpw − z1
(

1

1 + y
∗ zpw

)
− zp

(
z1 ·

1

1 + y
∗ w
)
− zp+1

(
1

1 + y
∗ w
)

= zp

(
1

1 + y
∗ w
)
− z1

(
1

1 + y
∗ zpw

)
− zp+1

(
1

1 + y
∗ w
)

より第 2項を左辺に移行すると

(1 + y)

(
1

1 + y
∗ zpw

)
= (zp − zp+1)

(
1

1 + y
∗ w
)

(73)

を得る. したがって (72), (73)より等式 (71)は成り立つ. よって, 帰納的に

(1 + y)
1

1 + y
∗ zk1zk2 · · · zkn

= (1 + y)

(
1

1 + y
∗ zk1

)
(1 + y)

(
1

1 + y
∗ zk2

)
· · · (1 + y)

(
1

1 + y
∗ zkn

)
を得る. すなわち，写像

w 7→ (1 + y)

(
1

1 + y
∗ w
)

はH1上の準同型である．H1 は zk で代数的に生成されるから, これで (70) が示された.

こんどはシャッフル積について類似の命題を用意する. 計算はこちらの方が易しいので演
習問題とする.
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命題 1.5.9 写像 d : H→ Hを d(w) = yw−yXw で定義すると dは Hの導分で, Ψ := exp(d)

とすると (Ψは Ĥの自己同型 ), w ∈ H に対し

(74) Ψ(w) = (1 + y)

(
1

1 + y
Xw

)
が成り立つ. 特に,

(75) Ψ(x) = x(1 + y)−1, Ψ(y) = y(1 + y)−1.

証明) 導分になることは X の定義から容易に分かる. また (74) は

1

n!
dn(w) = (−1)n

(
yn

Xw − y(yn−1
Xw)

)
(n ≥ 1, w ∈ H)

を帰納法で示す.

演習問題 26 この証明を完成させよ.

さて, Ĥ の自己同型 ∆ を

∆ = exp

(
∞∑

n=1

∂n

n

)
で定義する. このとき次が成り立つ.

命題 1.5.10 Ĥ 上

(76) Φ = Ψ ◦∆.

証明) 生成元の行き先が一致することを見るのだが, Ĥ の (skew) 商体にまで延長して考え
る方が計算が簡単になる†.

z := x+ y とおく. この記号で ∂n(x) = xzn−1y, ∂n(y) = −xzn−1y である. まず ∂n(z) = 0

より, ∆(z) = z である. また,

∂n(x−1) = −x−1∂n(x)x−1 = −zn−1yx−1 = −zn(x−1 − z−1)

より, (積の非可換性より「商の微分]は, 一般に導分 ∂ に対し, 0 = ∂(ww−1) = ∂(w)w−1 +

w∂(w−1) より ∂(w−1) = −w−1∂(w)w−1 となる)(
∞∑

n=1

∂n

n

)
(x−1 − z−1) = log(1− z)(x−1 − z−1).

これより (
∞∑

n=1

∂n

n

)m

(x−1 − z−1) = (log(1− z))m (x−1 − z−1)

で, よって
∆(x−1 − z−1) = (1− z)(x−1 − z−1).

†このことは落合啓之さんがはじめに指摘した.
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これらと, (75) とより (Ψ ◦∆)(z) = z(1 + y)−1 および

(Ψ ◦∆)(x−1 − z−1) = Ψ
(
(1− z)(x−1 − z−1)

)
=

(
1− z(1 + y)−1

) (
(1 + y)x−1 − (1 + y)z−1

)
= (1 + y)x−1 − zx−1 − (1 + y)z−1 + 1

= x−1 − (1 + y)z−1.

一方 (69) より Φ(z) = z(1 + y)−1, Φ(x−1 − z−1) = x−1 − (1 + y)z−1 となるので, Ĥ の生成
元 x, z での Ψ ◦∆と Φ の値は一致する.

系 1.5.11 w ∈ H1 に対し

(77)
1

1 + y
∗ w =

1

1 + y
X∆(w).

証明) これは (70), (74), (76)から得られる等式の左から (1 + y)−1 をかけたものに他ならな
い.

この式を使って (62)と (58)の同値性が証明される. すなわち, (77)において w = w0 ∈ H0

とし, 両辺の regX をとる. regX (yn) = 0 (n ≥ 1)であるので regX (1/(1 + y)) = 1となり,

∞∑
m=0

(−1)mregX (ym ∗ w0) = ∆(w0),

左辺m = 0の項を移項して
∞∑

m=1

(−1)mregX (ym ∗ w0) = (∆− 1)(w0)

を得る. 今, w0は斉次だとして（そう仮定してよい），右辺の exp を展開し両辺の斉次部分
を比較する．次数の低いところか順に見ていけば，まず

∂1(w0) = −regX (y ∗ w0)

から，系 1.4.23(58)よりZ(∂1(w0)) = 0が得られ，あとは帰納的に，∂n(w0)が regX (ym ∗w0)

たちと，n′ < nなる ∂n′(w0)たちによって書かれることから，(62) Z(∂n(w0)) = 0が得られ
る．また逆に (62)から (58)が出ることも同じくこの式から分かる.

1.5.3 導分関係式と大野の関係式

定理 1.5.3 は双対性のもとで大野の関係式と同値である. より詳しく言うと, (16) の右辺
の双対をとった形の関係式が (62) と同値である. これを説明する.

新しくH上の導分Dn (n ≥ 1)を

Dn(x) = 0, Dn(y) = xny
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で定義し, Dn := τDnτ とする. Dnは

Dn(x) = xyn, Dn(y) = 0

となるH上の導分である. 各 l ≥ 0に対し, Q-線形写像 σl, σl : H −→ Hを, 同型

σ := exp

(
∞∑

n=1

Dn

n

)
, σ := exp

(
∞∑

n=1

Dn

n

)

の l次斉次成分とする:

exp

(
∞∑

n=1

Dn

n

)
=

∞∑
l=0

σl, exp

(
∞∑

n=1

Dn

n

)
=

∞∑
l=0

σl .

いまD =
∑∞

n=1Dn/n とおく. D(x) = 0 および

D(y) = (x+ x2/2 + x3/3 + · · · )y = (− log(1− x))y

より, Dn(x) = 0, Dn(y) = (− log(1− x))ny となるから,

σ(x) = x および σ(y) =
∞∑

n=0

(− log(1− x))ny/n! = (1− x)−1y

となる. よって, (σは準同型なので)

σ(xk1−1yxk2−1y · · ·xkn−1y) = xk1−1(1− x)−1yxk2−1(1− x)−1y · · ·xkn−1(1− x)−1y

=
∞∑
l=0

∑
ε1+ε2+···+εn=l

εi≥0

xk1+ε1−1yxk2+ε2−1y · · ·xkn+εn−1y,

つまり

σl(x
k1−1yxk2−1y · · ·xkn−1y) =

∑
ε1+ε2+···+εn=l

εi≥0

xk1+ε1−1yxk2+ε2−1y · · ·xkn+εn−1y.

従って，大野の関係式は, すべての l ≥ 0とw0 ∈ H0に対して

Z((σl − σlτ)(w0)) = 0

が成り立つこと, と言える.

ここで次が成り立つ.

定理 1.5.12

∆ = σσ−1.

証明) 前節で
∆(z) = z, ∆(x−1 − z−1) = (1− z)(x−1 − z−1)

を示した (z = x+ y). σ(x) = x, σ(y) = (1− x)−1y より σ(z) = x+ (1− x)−1y, これらから

σ−1(x) = x, σ−1(z) = x+ (1− x)y, σ−1(x−1 − z−1) = x−1 − (x+ (1− x)y)−1
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と計算される. また σ の計算と同様にして

σ(x) = x(1− y)−1, σ(y) = y, σ(z) = x(1− y)−1 + y

であるので,

(σσ−1)(z) = σ(x+ (1− x)y)
= x(1− y)−1 + (1− x(1− y)−1)y

= x(1− y)−1(1− y) + y

= z,

および

(σσ−1)(x−1 − z−1) = σ(x−1 − (x+ (1− x)y)−1)

= (1− y)x−1 −
(
x(1− y)−1 + (1− x(1− y)−1)y

)−1

= (1− z + x)x−1 − z−1

= (1− z)(x−1 − z−1).

これで定理が証明された.

系 1.5.13 導分関係式 (62) は,

Z((σl − σl)(w0)) = 0, (∀l ≥ 1,∀w0 ∈ H0)

と同値.

証明) これは, 定理からすぐ導かれる等式
∞∑

n=1

∂n

n
= log(∆) = log(1− (σ − σ)σ−1)

および
σ − σ = (1−∆)σ

よりわかる.

σl = τσlτ であるから, この系は大野の関係式の右辺の双対をとったものである.

2 多重L値
多重ゼータ値の拡張として 2 種類の多重 L 値を, 一方は反復積分表示を持ち, 他方は級数
の積がうまく振る舞う（調和積）ように導入する. この 2種類の多重 L値を用いて, 複シャッ
フル関係式とその正規化, 導分関係式などが多重ゼータ値のときと同様に得られる. これら
を簡単に述べる. 詳細は [AK2] を参照.
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2.1 多重L値の定義
正整数 m を固定し, R = Rm := Z/mZ とおく. F(R;C) を R 上の C 値関数の成す C-ベ
クトル空間とする. 1 の原始 m 乗根 ζ = ζm := exp(2πi/m) を固定し, 各 a ∈ R に対し関数
ϕa ∈ F(R;C) を

ϕa(x) = ζax (x ∈ R).

で定義する. {ϕa} (a ∈ R) は F(R;C) の一組の基底を成す.

定義 2.1.1 (多重 L値, multiple L-values) f1, . . . , fr ∈ F(R;C) と正整数 k1, . . . , kr に
対し,

LX (k1, . . . , kr; f1, . . . , fr) =
∑

n1>n2>···>nr>0

f1(n1 − n2) · · · fr−1(nr−1 − nr)fr(nr)

nk1
1 n

k2
2 · · ·nkr

r

=
∞∑

ν1=1

· · ·
∞∑

νr=1

f1(ν1)f2(ν2) · · · fr(νr)

(ν1 + · · ·+ νr)k1(ν2 + · · ·+ νr)k2 · · · (νr)kr
.

別の型の L 値も定義する.

L∗(k1, . . . , kr; f1, . . . , fr) =
∑

n1>n2>···>nr>0

f1(n1)f2(n2) · · · fr(nr)

nk1
1 n

k2
2 · · ·nkr

r

.

k1 ≥ 2 なら, これらの多重 L 値（右辺の無限級数）は収束する.

k1 = 1 のときは, 次で定義する :

LX (1, k2, . . . , kr; f1, . . . , fr) = lim
R→∞

∑
R>n1>···>nr>0

f1(n1 − n2) · · · fr−1(nr−1 − nr)fr(nr)

n1n
k2
2 · · ·nkr

r

,

L∗(1, k2, . . . , kr; f1, . . . , fr) = lim
R→∞

∑
R>n1>···>nr>0

f1(n1)f2(n2) · · · fr(nr)

n1n
k2
2 · · ·nkr

r

.

r = 1 の場合は, LX (k, f) = L∗(k, f) で, これは普通の Dirichlet級数である. k1 = 1 の場
合の収束条件は次の命題で与えられる. 各 f ∈ F(R;C) は Fourier 展開

f(x) =
∑
a∈R

f̂(a)ζax, f̂(a) =
1

m

∑
y∈R

f(y)ζ−ay

を持つ.

命題 2.1.2 k1 = 1とする. このときLX (1, k2, . . . , kr; f1, . . . , fr)とL∗(1, k2, . . . , kr; f1, . . . , fr)

が収束するための必要十分条件は f̂1(0) = 0 (すなわち
∑

y∈R f1(y) = 0 ) である.

証明は Abel の級数総和法に基づく.

二つの LX 値と L∗ 値はお互いに他の線形結合として書ける.

65



命題 2.1.3 (i) k1 = 1 のときは f̂1(0) = 0 とする.

L∗(k1, . . . , kr; f1, . . . , fr)

=
∑

a1,...,ar∈R

f̂1(a1) · · · f̂r(ar)LX (k1, . . . , kr;ϕa1 , ϕa1+a2 , . . . , ϕa1+···+ar),

LX (k1, . . . , kr; f1, . . . , fr)

=
∑

a1,...,ar∈R

f̂1(a1) · · · f̂r(ar)L∗(k1, . . . , kr;ϕa1 , ϕa2−a1 , . . . , ϕar−ar−1).

(ii) とくに a1, . . . , ar ∈ R, a1 6= 0 に対し,

L∗(k1, . . . , kr;ϕa1 , . . . , ϕar) = LX (k1, . . . , kr;ϕa1 , ϕa1+a2 , . . . , ϕa1+···+ar),

LX (k1, . . . , kr;ϕa1 , . . . , ϕar) = L∗(k1, . . . , kr;ϕa1 , ϕa2−a1 , . . . , ϕar−ar−1).

簡潔に
LX (k; a) = LX (k1, . . . , kr; a1, . . . , ar) := LX (k1, . . . , kr;ϕa1 , . . . , ϕar)

などと書く. (k; a) = (k1, . . . , kr; a1, . . . , ar) をMLV(=Multiple L-value) のインデックス と
いう. a1 = · · · = ar = 0 のときが, 多重ゼータ値である.

LX (k1, . . . , kr; 0, . . . , 0) = L∗(k1, . . . , kr; 0, . . . , 0) = ζ(k1, . . . , kr).

LX 値は反復積分表示を持つ. §1.2におけるDrinfel’d積分を一般化して, |εj| ≤ 1 (1 ≤ j ≤ n),

ε1 6= 1, εn 6= 0 なる εj ∈ C に対し

I(ε1, · · · , εn) =

∫
· · ·
∫

1>t1>···>tn>0

Aε1(t1)Aε2(t2) · · ·Aεn(tn) dt1 · · · dtn,

ただし
A0(t) =

1

t
, Aε(t) =

ε

1− εt
(ε 6= 0, |ε| ≤ 1).

とする. この記号の下で

L(k1, . . . , kr; a1, . . . , ar) = I(0, . . . , 0, ζa1︸ ︷︷ ︸
k1

, 0, . . . , 0, ζa2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . , 0, . . . , 0, ζar︸ ︷︷ ︸
kr

).

ここで, 2つの Drinfel’d 積分の積はまた Drinfel’d 積分の Q-線形結合で書ける (シャッフル
積) ので　

? LX 値の積は LX 値のQ-線形結合で書ける. 積のルールはシャッフル積で記述される.

例 2.1.4 L(1; a)n = n!L(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

; a, . . . , a), a ∈ R, a 6= 0.
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2.2 代数的定式化と複シャッフル関係式
各 a ∈ R ごとに変数 ya を準備し m + 1 変数の非可換多項式環A := Q〈x, ya (a ∈ Rm)〉
とその部分代数A1, A0 を考える:

A ⊃ A1 = Q +
∑

a∈Rm

Aya ⊃ A0 = Q +
∑

a∈Rm

xAya +
∑

a, b∈Rm, b6=0

ybAya.

m を特記する必要のあるときは A(m), A(m)
1 , A(m)

0 と記す. m′ を m の約数とし ` = m/m′

とおく. A(m′) は自然に, 単項式の対応

xk1−1yb1x
k2−1yb2 · · · xkn−1ybn 7−→ xk1−1y`b1x

k2−1y`b2 · · ·xkn−1y`bn ,

によって A(m)に埋め込まれる. ただし (b1, . . . , bn) ∈ Rn
m′ であり, (`b1, . . . , `bn) は Rn

m の元
とみなされる. この埋め込みにより A(m′) は A(m) の部分代数になる. m = 1 のときが多重
ゼータ値の場合で A(1) = H, A(1)

1 = H1, A(1)
0 = H0 である.

法 m の場合に戻る. インデックス (k; a) = (k1, . . . , kr; a1, . . . , ar) は k1 ≥ 2 または k1 = 1

かつ a1 6= 0 のとき, 収束インデックス (admissible) と呼ばれる. ２種類の多重 L 値を利用
して写像 LX , L∗ : A0 −→ C を次で定義する:

単項式に対し

LX (xk1−1ya1 · · ·xkr−1yar) = LX (k1, . . . , kr; a1, . . . , ar),

L∗(x
k1−1ya1 · · ·xkr−1yar) = L∗(k1, . . . , kr; a1, . . . , ar),

とし, これをQ-線形に A0 まで延長する.

次の 3 点が肝要.

(?1) LX (k; a) にはシャッフル積があり, それに対応して A0 上に, さらにもっと広く A 上
にシャッフル積 X を定義できる. このとき積の定義から

LX (w1Xw2) = LX (w1)LX (w2) (∀w1, w2 ∈ A0).

(?2) L∗(k; a) は調和積 (級数による積) に従う. 例えば収束インデックス (k1; a1), (k2; a2)

に対し

L∗(k1; a1)L∗(k2; a2) = L∗(k1, k2; a1, a2) + L∗(k1 + k2; a1 + a2) + L∗(k2, k1; a2, a1).

これに対応するように A0 上に,調和積 ∗を定義でき A1 まで自然に延ばせる (Hoffman

の H1 の場合と同様にする). 上の関係は

xk1−1ya1 ∗ xk2−1ya2 = xk1−1ya1x
k2−1ya2 + xk1+k2−1ya1+a2 + xk2−1ya2x

k1−1ya1

と記述される. このとき

L∗(w1 ∗ w2) = L∗(w1)L∗(w2) (∀w1, w2 ∈ A0).
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(?3) LX 値と L∗ 値の間の関係を通して, 写像LX と L∗ の間には簡明な関係

L∗(w0) = LX (I(w0)) ∀w0 ∈ A0 (すなわち A0 上で L∗ = LX ◦ I)

がある. ただし I : A1 −→ A1 は

I(xk1−1ya1x
k2−1ya2 · · · xkn−1yan) = xk1−1ya1x

k2−1ya1+a2 · · ·xkn−1ya1+···+an

を Q-線形に延ばして得られる Q-線形な可逆写像である.

上記 (?1) ∼ (?3) により

命題 2.2.1 (有限複シャッフル関係式, finite double shuffle relation) 任意の w1, w2 ∈
A0 に対し

LX (I(w1)XI(w2)− I(w1 ∗ w2)) = 0.

この命題がどんなことをしているのかみておこう.

例 2.2.2 収束インデックス (k1; a1), (k2; a2) に対し

LX (k1; a1)LX (k2; a2) =
k2−1∑
j=0

(
k1 − 1 + j

j

)
LX (k1 + j, k2 − j; a1, a2) +

k1−1∑
j=0

(
k2 − 1 + j

j

)
LX (k2 + j, k1 − j; a2, a1).

一方左辺は

L∗(k1; a1)L∗(k2; a2) = L∗(k1, k2; a1, a2) + L∗(k1 + k2; a1 + a2) + L∗(k2, k1; a2, a1)

= LX (k1, k2; a1, a1 + a2) + LX (k1 + k2; a1 + a2) + LX (k2, k1; a2, a1 + a2)

これより右辺が等しく
k2−1∑
j=0

(
k1 − 1 + j

j

)
LX (k1 + j, k2 − j; a1, a2) +

k1−1∑
j=0

(
k2 − 1 + j

j

)
LX (k2 + j, k1 − j; a2, a1)

= LX (k1, k2; a1, a1 + a2) + LX (k1 + k2; a1 + a2) + LX (k2, k1; a2, a1 + a2).

この例で k1 = 1, a1 = 0 の場合は, 左辺が収束せず扱えないが, 実際には, 最後の等式は発散
する部分が打ち消しあって, 次が成立する.

(78)

k2−1∑
j=1

LX (j + 1, k2 − j; 0, a2) + LX (k2, 1; a2, 0) = LX (1 + k2; a2) + LX (k2, 1; a2, a2).

このあたりの事情も多重ゼータ値の場合と同様であって, こういうことを一般的に定式化す
るのが次の正規化である.
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2.3 正規化と一般複シャッフル関係式
部分代数 A0, A1 はシャッフル積 X で閉じており, それぞれを積 X による可換代数と見た
ものを AX

0 , AX
1 と記す. このとき AX

1 ' AX
0 [y0] となるので, これにより, 次の条件をみた

すようにLX : AX
0 −→ C を L̂X : AX

1 −→ C[T ] に自然に拡張することができる:

(i) L̂X

∣∣∣
AX

0

= LX , (ii) L̂X (y0) = T ,

(iii) L̂X は代数準同型.

調和積 ∗ に関しても, 同様の意味で記号A∗
0, A∗

1 を用いる. このときやはり A∗
1 ' A∗

0[y0] で,

次の条件をみたすように L∗ : A∗
0 −→ C を L̂∗ : A∗

1 −→ C[T ] に自然に拡張することがで
きる:

(i) L̂∗

∣∣∣
A∗

0

= L∗, (ii) L̂∗(y0) = T ,

(iii) L̂∗ は代数準同型.

C-線形写像 ρ : C[T ] −→ C[T ] を §1.4.6 をそのまま C に係数拡大したものとする. 即ち冪
級数 A(u) を

A(u) = exp
( ∞∑

n=2

(−1)n

n
ζ(n)un

)
で定義し,

ρ(eTu) = A(u)eTu

として定める.

定理 2.3.1 A1上で
L̂X ◦ I = ρ ◦ L̂∗.

証明は定理 1.4.18 と同様に行える.

例 2.3.2 w = y0ya (a ∈ Rm, a 6= 0) とする. y0 ∗ ya = y0ya + yay0 + xya より　

y0ya = y0 ∗ ya − (yay0 + xya), yay0 + xya ∈ A0.

これから

L̂∗(y0ya) = L∗(1; a)T − (L∗(1, 1; a, 0) + L∗(2; a))

= LX (1; a)T − (LX (1, 1; a, a) + LX (2; a))

一方 y0ya = y0Xya − yay0 だから

L̂X

(
I(y0ya)

)
= L̂X (y0ya) = TLX (1; a)− LX (1, 1; a, 0).

ρ(1) = 1, ρ(T ) = T だから　比較して

LX (1, 1, a, a) + LX (2, a) = LX (1, 1, a, 0).

これは (78) 式で, 形式的に k2 = 1 としたものである.
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多重ゼータ値の一般複シャッフル関係式 (定理 1.4.22, 系 1.4.23) にあたるものが次の定理
である. 証明は, 写像 I が関わる箇所に注意すれば多重ゼータの場合と同様である ([AK2]).

regX は AX
1 ' AX

0 [y0] の y0 に関する “定数項”をとる写像とする. (X に関する命題のみ述べ
る.)

定理 2.3.3 次が成り立つ. またこれらの一つから定理 2.3.1 を導くことができる.

(i) 任意の w1 ∈ A1, w0 ∈ A0 に対し

L̂X

(
I(w1)XI(w0)− I(w1 ∗ w0)

)
= 0.

特にその定数項

LX

(
regX

(
I(w1)XI(w0)− I(w1 ∗ w0)

))
= 0, (w1 ∈ A1, w0 ∈ A0).

(ii) 任意の m ≥ 1, w0 ∈ A0 に対し

LX

(
regX

(
I(ym

0 ∗ w0)
))

= 0.

2.4 導分関係式
多重ゼータ値の導分関係式 (62)は, 次のように多重 L値にも一般化される.

定義 2.4.1 A上の導分 ∂n (n = 1, 2, . . .) を{
∂n(x) = x(x+ y0)

n−1y0,

∂n(ya) = −x(x+ y0)
n−1ya + ya(x+ y0)

n−1y0 − ya(x+ y0)
n−1ya (a ∈ Rm).

で定義する.

定理 2.4.2 任意の w0 ∈ A0 と n ≥ 1 に対し

LX

(
∂n(w0)

)
= 0.

証明は [AK2] に譲る. 基本的には多重ゼータ値の場合の証明を踏襲する. n = 1 の場合の証
明は九大の小浦友廣君の修士論文 (2001.2) でなされた.

例 2.4.3 a 6= 0 (Rにおいて) とする. 等式

∂1(y
2
a) = −xy2

a − yaxya + yay0ya + y2
ay0 − 2y3

a

および
∂2(ya) = −x2ya − xy0ya + yaxy0 − yaxya + yay0y0 − yay0ya,

より, それぞれ

LX (2, 1; a, a) + LX (1, 2; a, a)

= LX (1, 1, 1; a, 0, a) + LX (1, 1, 1; a, a, 0)− 2LX (1, 1, 1; a, a, a),

LX (3; a) + LX (2, 1; 0, a) + LX (1, 2; a, a) + LX (1, 1, 1; a, 0, a)

= LX (1, 2; a, 0) + LX (1, 1, 1; a, 0, 0)

を得る.
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2.5 多重 L 関数の極での主要部
多重ゼータ関数の極の主要部に関する定理 1.4.27 も一般化出来る.

admissible とは限らないインデックス (k; a) = (k1, . . . , kn; a1, . . . an) に対し二つの多重 L

関数 L∗
k,a(s), L

X

k,a(s) を Dirichlet 級数

L∗
k,a(s) =

∑
m1>m2>···>mn>0

ϕa1(m1)ϕa2(m2) · · ·ϕan(mn)

mk1+s
1 mk2

2 · · ·mkn
n

および

LX

k,a(s) =
∑

m1>m2>···>mn>0

ϕa1(m1 −m2) · · ·ϕan−1(mn−1 −mn)ϕan(mn)

mk1+s
1 mk2

2 · · ·mkn
n

で定義する. これらは Re(s) > 0 で絶対収束し, [AK1] の方法で全平面に有理型に解析接続
できる. (k; a) が admissible ならば, s = 0 で正則で

L∗
k,a(0) = L∗(k; a), LX

k,a(0) = LX (k; a).

admissible でないときは s = 0 は極となるが, その主要部が次で与えられる.

定理 2.5.1 (i) 多項式L∗
k,a(T ) を

L∗
k,a(T ) =

ν∑
j=0

bj
(T − γ)j

j!

と書くとき (γ = Euler 定数 ), L∗
k,a(s) の s = 0 での主要部は

L∗
k,a(s) =

ν∑
j=0

bj
sj

+O(s) (s→ 0)

で与えられる.

(ii) 多項式 LX

k,a(T ) を

LX

k,a(T ) =
ν∑

j=0

cj
T j

j!

と書くとき, Γ(s+ 1)LX

k,a(s) の s = 0 での主要部は

Γ(s+ 1)LX

k,a(s) =
ν∑

j=0

cj
sj

+O(s) (s→ 0)

で与えられる.
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2.6 ガウスーヤコビ和
p を奇素数とし χ1, χ2 を, 法 p の原始的 Dirichlet 指標とする. L∗(k1, k2;χ1, χ2) を LX

値 LX (k1, k2;χ1, χ2) で表そうとすると, 次のような和が現れる（ただし，途中の計算に現れ
るだけで，最終的な表示の係数に現れるというわけではないから，動機としてはやや弱いか
も知れない）:

H(χ1, χ2;x) :=
∑

u mod p
u 6≡0, 1 mod p

χ1(u)χ2(1− u)ζux, (ζ = e2πi/p).

これは, χ2 が単位指標ならば Gauss 和であるし, x = 0 のときは Jacobi 和であるから,

“Gauss-Jacobi 和”とでも呼ぶべきものである. このようなものが数論的にどれだけ面白い
ものかよく分からないが,例えば χ =

(∗
p

)
(Legendre 記号) の場合に F (χ, χ;x) のノルムを

数値計算してみると次のようになる. 　

GJ(p) :=

p−1∏
x=1

H(χ, χ; x)

とおく. いくつかの GJ(p) についてその素因数分解と, 素因子の法 p での値を表にしておく.

GJ(11) = 232, 23 ≡ 1 (mod 11),

GJ(13) = 532, 53 ≡ 1 (mod 13),

GJ(17) = 67332, 6733 ≡ 1 (mod 17),

GJ(19) = 330232, 33023 ≡ 1 (mod 19),

GJ(23) = 474, 47 ≡ 1 (mod 23),

GJ(29) = 7927257892, 792725789 ≡ 1 (mod 29),

GJ(31) = 200653072, 20065307 ≡ −1 (mod 31),

GJ(37) = 14812 · 2479012, 1481 ≡ 1, 247901 ≡ 1 (mod 37),

GJ(41) = 1632 · 225294184932, 163 ≡ −1, 22529418493 ≡ 1 (mod 41),

GJ(43) = 33812515985592, 3381251598559 ≡ 1 (mod 43),

GJ(47) = 9412 · 28192 · 34700092, 941 ≡ 1, 2819 ≡ −1, 3470009 ≡ −1 (mod 47),

GJ(53) = 41332 · 367812 · 118092492, 4133 ≡ −1, 36781 ≡ −1, 11809249 ≡ 1 (mod 53),

GJ(59) = 2451081022897082726892, 245108102289708272689 ≡ 1 (mod 59).

ここから読み取れること (例えば, なぜ GJ(43) や GJ(59) はかくも大きな素数の平方なの
か?) は何か面白い現象の存在を示唆しているのであろうか. 少くとも色々と数値実験をする
のは面白いかもしれない.

九州大学の松尾弘法君が 2008年度修士論文の研究にこの Gauss-Jacobi 和を取り上げ，
Kloosterman 和との関係など，いくつか興味深いことを見つけた．以下にその内容を採録す
る．

奇素数 p を以後固定する．法 pのディリクレ指標 χとは，Z から C への写像で，乗法群
(Z/pZ)∗の指標 χ̃の持ち上げになっているもの，すなわち χは χ(a) = χ̃(a mod p), ∀a ∈ Z

をみたす．χ̃ が単位指標でなければ p | a のとき χ(a) = 0 とおき，χ̃ が単位指標ならば任意
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の a ∈ Zにたいし χ(a) = 1 とおく．このときの（正確には法 1の）単位ディリクレ指標を ε

とかく．
ディリクレ指標 χと t ∈ Zに対し，ガウス和 G(χ; t) を

G(χ; t) :=

p−1∑
u=0

χ(u)ep(tu)

で定義する．ここに ep(a) = e2πia/p で，値は a mod pにしかよらないから，しばしば aを
Z/pZの元として同じ記号を使う．G(χ; 1)をとくに G(χ)と書くことにする．χが自明でな
いディリクレ指標のとき，

G(χ; t) =

p−1∑
u=0

χ(u)ep(tu) =

p−1∑
u=0

χ(t)χ(tu)ep(tu) = χ(t)G(χ)

（χは χの複素共役）であり，これより（χを χに変えて）

(79) χ(t) = G(χ)−1

p−1∑
u=0

χ(u)ep(tu)

を得る．これは以後よく使う等式である．また，二つのディリクレ指標 χ1, χ2 に対して定義
されるヤコビ和

J(χ1, χ2) :=

p−1∑
u=0

χ1(u)χ2(1− u)

も思い出しておく．

定義 2.6.1 (Gauss-Jacobi sum) 任意のディリクレ指標 χ1, χ2 と t ∈ Z (又は Z/pZ) に
対し「ガウスーヤコビ和」H(χ1, χ2; t)を

H(χ1, χ2; t) :=

p−1∑
u=0

χ1(u)χ2(1− u)ep(tu)

と定義する．

はじめに述べたようにこれはガウス和，ヤコビ和を同時に一般化した指標和である．まず基
本的なこととして次が成り立つ．

命題 2.6.2 以下が成り立つ．

(1) H(χ, ε; t) = G(χ; t). 特に，t 6= 0ならばH(ε, ε; t) = 0で，H(ε, ε; 0) = p.

(2) H(ε, χ; t) = ep(t)G(χ;−t).

(3) H(χ1, χ2; 0) = J(χ1, χ2).

(4) H(χ2, χ1; t) = ep(t)H(χ1, χ2;−t).

(5) χ1および χ2 がともに非自明であるとすると

H(χ1, χ2; t) =
G(χ1)

G(χ2)

p−1∑
u=0

χ1(t− u)χ2(u)ep(u).
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証明) (1) これは定義から明らか．ε については ε(0) = 1 であることに注意．
(2) 定義において u を 1− uにおきかえると，

H(ε, χ; t) =

p−1∑
u=0

χ(u)ep(t(1− u)) = ep(t)

p−1∑
u=0

χ(u)ep(−tu) = ep(t)G(χ;−t).

(3) これも定義からすぐ．
(4) 定義において u を 1− uにおきかえる．

H(χ2, χ1; t) =

p−1∑
u=0

χ2(u)χ1(1− u)ep(tu) =

p−1∑
u=0

χ1(u)χ2(1− u)ep(t(1− u))

= ep(t)H(χ1, χ2;−t).

(5) 式 (79) より

χ2(1− u) = G(χ2)
−1

p−1∑
v=0

χ2(v)ep((1− u)v).

これを定義に代入して

H(χ1, χ2; t) =

p−1∑
u=0

χ1(u)G(χ2)
−1

p−1∑
v=0

χ2(v)ep((1− u)v))ep(tu)

= G(χ2)
−1

p−1∑
v=0

χ2(v)ep(v)

p−1∑
u=0

χ1(u)ep((t− v)u)

= G(χ2)
−1

p−1∑
v=0

χ2(v)ep(v)χ1(t− v)G(χ1)

=
G(χ1)

G(χ2)

p−1∑
v=0

χ1(t− v)χ2(v)ep(v).

ガウスーヤコビ和は実は（「半分の」）クルースターマン（Kloosterman）和も一般化して
いることを示す．クルースターマン和は次で定義される．

定義 2.6.3 法pのディリクレ指標 χとa, b ∈ Zに対し，（一般）クルースターマン和 K(χ; a, b)

は

K(χ; a, b) :=

p−1∑
u=1

χ(u)ep(au+ bu−1)

で定義される．ここに，u−1 は uu−1 ≡ 1 (mod p)を満たすような整数を意味するものとす
る（取り方には依存しない）．
単位指標に対する K(ε; a, b) を特に K(a, b) と書く．これが一番古典的なクルースターマ
ン和である．

定理 2.6.4 法 p に関する任意の非自明なディリクレ指標 χと任意の t ∈ Z/pZに対し

(80) H(χ, χ; t) = χ(−1)ep(2
−1t)

G(χ)

G(ψ)
K(χψ; 4−1, 4−1t2)
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が成り立つ．ここに ψ はルジャンドル指標（位数 2の唯一の非自明指標）を表すとする．2−1

や 4−1 は Z/pZ の元と見る．
特に， χ = ψ のときは

H(ψ, ψ; t) = ψ(−1)ep(2
−1t)K(4−1, 4−1t2)

が成り立つ．

注意 2.6.5 定理より，χ 6= ψ で ab ∈ (Z/pZ)×
2 のときのクルースターマン和K(χ; a, b)は

ガウスーヤコビ和で書き表されることが分かる．実際，すぐに分かる式

K(χ; a, b) = χ(b)K(χ; ab, 1)

より，t を 4−2t2 ≡ ab (mod p) なるように取れば，K(χ; a, b) は式 (80) の右辺に現れる．と
くに，古典的なクルースターマン和K(a, b)で abが法 pの平方 ab ≡ m2 (mod p)であるも
のは

K(a, b) = ψ(−1)ep(−2m)H(ψ, ψ; 4m)

と書かれる．すなわち，ガウスーヤコビ和はこのようなクルースターマン和も特別な場合と
して含む．

証明) まず，Salié [Sa, (51,52)] で χ = ε の場合が，Davenport [Da, Theorem 5]で一般の
場合が証明された，次の補題を用意する．便宜のため証明をつける．

補題 2.6.6 χ をルジャンドル指標 ψとは異なるディリクレ指標とする．このとき一般クルー
スターマン和K(χ; a, b) (ab 6= 0)は

K(χ; a, b) = χ(b)
G(ψ)

G(χψ)

p−1∑
u=0

χψ(u2 − ab)ep(2u)

と書かれる．

証明) まず χ = εとする．与えられた u ∈ Z/pZに対し，av + bv−1 ≡ 2u (mod p)の解 v

の個数は，これが (av−u)2 ≡ u2−ab (mod p)と同値であることに注意するとψ(u2−ab)+1

である．したがって

K(a, b) =

p−1∑
v=1

ep(av + bv−1) =

p−1∑
u=0

ep(2u)(ψ(u2 − ab) + 1)

=

p−1∑
u=0

ψ(u2 − ab)ep(2u)(81)

となり，これが χ = εの場合の求める式である．次に χ 6= εとする．式 (79) である

χ(u) = G(χ)−1

p−1∑
t=1

χ(t)ep(ut)
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をK(χ; a, b) の定義に代入し，今証明した等式 (81) をつかうと，

K(χ; a, b) = G(χ)−1

p−1∑
t=1

χ(t)

p−1∑
u=1

ep((t+ a)u+ bu−1)

= G(χ)−1

p−1∑
t=1

χ(t)K(t+ a, b)

= G(χ)−1

p−1∑
t=1

χ(t)

p−1∑
u=0

ψ(u2 − (t+ a)b)ep(2u)

= G(χ)−1

p−1∑
u=0

ep(2u)

p−1∑
t=1

χ(t)ψ(u2 − ab− tb)

= G(χ)−1χ(b)

p−1∑
u=0

ep(2u)

p−1∑
t=1

χ(t)ψ(u2 − ab− t)

となる．u2 − ab = 0のとき，χ 6= ψという仮定から χψ が非自明なので，内側の t に関す
る和は消える．u2 − ab 6= 0のときは t を (u2 − ab)t におきかえて

p−1∑
t=1

χ(t)ψ(u2 − ab− t) = χψ(u2 − ab)
p−1∑
t=1

χ(t)ψ(1− t) = χψ(u2 − ab)J(χ, ψ)

= χψ(u2 − ab)G(χ)G(ψ)

G(χψ)
.

（ここでヤコビ和とガウス和の間のスタンダードな関係を使った (cf. [BEW], [IR]).) この式
は u2 − ab = 0でも成り立ち（χψが非自明なので）従って

K(χ; a, b) = χ(b)
G(ψ)

G(χψ)

p−1∑
u=0

ep(2u)χψ(u2 − ab)

を得る．

定理の証明であるが，まず

H(χ, χ; t) =

p−1∑
u=0

χ(u)χ(1− u)ep(tu) =

p−1∑
u=0

χ(u− u2)ep(tu)

= χ(−1)

p−1∑
u=0

χ((u− 2−1)2 − 4−1)ep(tu)

= χ(−1)

p−1∑
u=0

χ(u2 − 4−1)ep(t(u+ 2−1)) (u→ u+ 2−1)

= χ(−1)

p−1∑
u=0

χ(4u2 − 4−1)ep(t(2u+ 2−1)) (u→ 2u)

= χ(−4)ep(2
−1t)

p−1∑
u=0

χ(u2 − 16−1)ep(2tu)

= χ(−4t−2)ep(2
−1t)

p−1∑
u=0

χ(u2 − 16−1t2)ep(2u) (u→ t−1u).(82)
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仮定 χ 6= εより，補題 2.6.6を χを χψ に変えて適用すると

p−1∑
u=0

χ(u2 − ab)ep(2u) = χψ(b)
G(χ)

G(ψ)
K(χψ; a, b)

を得る．これの a = 4−1, b = 4−1t2 としたものを (82)に代入して

H(χ, χ; t) = χ(−1)ep(2
−1t)

G(χ)

G(ψ)
K(χψ; 4−1, 4−1t2)

を得る．

ガウスーヤコビ和の一般化として，ヤコビ和で行うように指標を増やすことが考えられる．
しかし実はこうやっても本質的には一般化にならないことを示す．

定義 2.6.7 (一般ガウスーヤコビ和) ディリクレ指標 χ1, χ2, · · · , χnと t ∈ Z/pZ, 及び 1 ≤
k < nなる整数 kに対し，一般ガウスーヤコビ和を

H(χ1, χ2, · · · , χn; k; t) =
∑

u1+u2+···+un≡1 mod p
0≤u1,u2,...,un≤p−1

χ1(u1)χ2(u2) · · ·χn(un)ep((u1 + u2 + · · ·+ uk)t)

で定義する．

命題 2.6.8 それぞれの指標 χ1, χ2, · · · , χn，および積θ1 := χ1χ2 · · ·χk と θ2 := χk+1χk+2 · · ·χn

がすべて非自明であると仮定する．このとき

H(χ1, χ2, · · · , χn; k; t) =
G(χ1)G(χ2) · · ·G(χn)

G(θ1)G(θ2)
H(θ1, θ2; t)

が成り立つ．

注意 2.6.9 右辺は一般ヤコビ和を用いて

J(χ1, χ2, . . . , χk)J(χk+1, χk+2, . . . , χn)H(θ1, θ2; t)

とも書ける．

証明) まず，

H(χ1, . . . , χn; k; t) =
∑

u1+...+un=1

χ1(u1) . . . χn(un)ep((u1 + . . .+ uk)t)

=
∑

0≤u1,...,un−1≤p−1

χ1(u1) . . . χn−1(un−1)χn(1− u1 − . . .− un−1)ep((u1 + . . .+ uk)t)

である．ここで式 (79)を用いて χn(1− u1 − . . .− un−1) をG(χn)−1
∑p−1

u=1 χn(u)ep((1− u1 −
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. . .− un−1)u)で置き換えると

H(χ1, . . . , χn; k; t)

= G(χn)−1

p−1∑
u=1

χn(u)

p−1∑
u1=0

. . .

p−1∑
un−1=0

χ1(u1) . . . χn−1(un−1)

× ep(u+ (t− u)(u1 + . . .+ uk)− u(uk+1 + . . . un−1))

= G(χn)−1

p−1∑
u=1

χn(u)ep(u)
k∏

l=1

p−1∑
ul=0

χl(ul)ep((t− u)ul)
n−1∏

m=k+1

p−1∑
um=0

χm(um)ep(−uum)

=
G(χ1) . . . G(χn−1)

G(χn)

p−1∑
u=1

χn(u)χ1 . . . χk(t− u)χk+1 . . . χn−1(−u)ep(u)

= χn(−1)
G(χ1) . . . G(χn−1)

G(χn)

p−1∑
u=1

θ1(t− u)θ2(−u)ep(u)

となる．命題 2.6.2 (5)より，最後の和は θ2(−1)G(θ1)
−1G(θ2)H(θ1, θ2; t) に等しい．このこ

ととG(χn)G(χn) = χn(−1)p，およびG(θ2)G(θ2) = θ2(−1)pにより命題が証明された．

今後の問題として二つのことをあげておく．

1) 佐藤-Tate 型分布

楕円曲線のフロベニウス固有値の分布に関する佐藤-Tate予想が R. Taylor らによって解
決されて話題を呼んだが，クルースターマン和の絶対値についての「水平型」分布について
は Katz [Kat] の仕事以来知られている．(一般クルースターマン和については [Fi] 参照．）こ
れはすなわち p を固定したときの cos θ = K(a, b)/2

√
p を満たす偏角 θ の，a, bを動かすと

きの分布である．これに対して「垂直型」，つまり a, b ∈ Zを固定して素数 pを動かすとき
の分布（佐藤-Tate予想の類似）の方は難しく，今も未解決である．

これらの分布の問題は当然ガウスーヤコビ和についても考えることが出来る．（絶対値が
2
√
pで押さえられるという Weil 型の評価は古典的なWeil による方法で証明がされる．）ま

だ十分な実験を行ってはいないが，佐藤-Tate型の分布に従う様が観察されるようである．

ガウスーヤコビ和は一般には実数ではないが，その偏角は少なくとも符号を除いて，以下
のようにガウス和の偏角により決定される．

命題 2.6.10 χ1 および χ2 を法 pの非自明なディリクレ指標とし，t ∈ Zとする．このとき
H(χ1, χ2; t)

2 の偏角は ep(t)G(χ1; t)G(χ2;−t)の偏角に等しい．
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証明) 命題 2.6.2 (5) より

H(χ1, χ2; t) =
G(χ1)

χ2(−1)G(χ2)

p−1∑
u=0

χ1(t− u)χ2(u)ep(−u) (G(χ2) = χ2(−1)G(χ2))

=
G(χ1)

χ2(−1)G(χ2)
χ1(t)χ2(t)

p−1∑
u=0

χ1(1− u)χ2(u)ep(−tu) (u→ tu)

=
G(χ1; t)

χ2(−1)G(χ2; t)
H(χ2, χ1;−t)

=
G(χ1; t)

G(χ2;−t)
ep(−t)H(χ1, χ2; t) (命題 2.6.2(4)).

これから
H(χ1, χ2; t)H(χ1, χ2; t)

−1
=
ep(t)G(χ1; t)G(χ2;−t)

p

となり，命題が従う．

注意 2.6.11 ヤコビ和の合同を使うとH(χ1, χ2; t) 6= 0であることが証明出来る．ここでは
割愛する．

2) ノルム

ガウスーヤコビ和 H(χ1, χ2; t) は円分体 F = Q(e2πi/p(p−1))の整数で，その（絶対）ノル
ムは有理整数である．これを N(χ1, χ2; t)と書く．
今 pの上にある F の素イデアルを ℘とすると，

H(χ1, χ2; t) ≡ J(χ1, χ2) (mod ℘)

が成り立つ．これと J(χ, χ) = −χ(−1)より，非自明な χ と任意の t ∈ (Z/pZ)×にたいし

N(χ, χ; t) ≡ 1 (mod p)

が成り立つ．
積 χ1χ2が非自明のとき，ヤコビ和のある合同式を使って上と同様の議論を行うとN(χ1, χ2; t)

は pで割れることが分かる．
数値実験を行うと，N(χ1, χ2; t)を割り切る p の冪にはある規則が見られる．たとえば χ1

と χ2 の位数がそれぞれ 2 および奇素数 q (これは p− 1 の約数) とすると，

N(χ1, χ2; t)に含まれる pの冪は
(
q − 1

2

)2

· p− 1

2q
に等しい．

他に観察されることとして，N(χ1, χ2; t) は平方数で，その素因子はしばしば非常に大き
な素数のみである．そうして，非常にしばしば，p以外の各素因子は pおよび χiの位数を法
として±1である．これらはまだ観察（せいぜい p < 100程度）に留まり証明はない．
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3 付録：ダイガンマ関数
ψ(x)をいわゆる digamma 関数，つまりガンマ関数の対数微分とする．

ψ(x) =
Γ′(x)

Γ(x)
.

§1.4.5 で見たように，ψ(x)の 1の周りでのテイラー展開と，無限遠での漸近展開は極め
て似た形で記述される．まず 1におけるテイラー展開であるが，これは γをオイラー定数と
して，

ψ(1 + x) = −γ +
∞∑

n=2

(−1)nζ(n)xn−1 (|x| < 1)

である．ここで γは “ζ(1)”を正規化した値だと思ってこれを

(83) ψ(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)nζ(n)xn−1 = −
∞∑

n=0

(−1)nζ(1 + n)xn (|x| < 1)

と書く． 一方，x→∞における漸近展開を ζ(s)の負の整数点での値を使って書くと，

ψ(1 + x) ∼ log x+
∞∑

n=1

(−1)n ζ(1− n)

xn
(x→∞)

となり，調和級数
∑x

n=1
1
n
が log xの大きさで発散することから便宜上 ζ(1)で log xを表すこ

とにすれば，この式は

(84) ψ(1 + x) ∼
−∞∑
n=0

(−1)nζ(1 + n)xn (x→∞)

とも書くことが出来る（nは 0から負の整数をわたる）．
Γ(1 + x)の Weierstrass 無限積から

ψ(1 + x) = −γ +
∞∑

n=1

(
1

n+ x
− 1

n

)
であるから，1/(n+ x) を xが小，大のときにそれぞれ展開すれば，形式的には (83)と (84)

が類似の形をとることは見て取れるが，この両式はやはり面白い． ψ(x)はリーマンゼータ
関数の整数点（正，負とも）を一身に体した母関数なのである.

次に，ψ(x)の有理数点での値から二次体（実，虚とも)の類数（実二次体のときは類数×
単数基準）が紡ぎ出される様を見よう‡ まず記号を用意する.

Dを二次体の基本判別式（正でも負でもよい，基本判別式でなくとも（導手つきでも）し
かるべく定式化出来るはずだが面倒がってやってない），h+

Dを狭義の類数（D < 0なら普
通の類数 hD），ε+

Dをノルムが 1 の基本単数，つまり，D > 0でノルムが−1の単数がなけ
れば基本単数，あれば基本単数の二乗，またD < 0のときは単数のノルムは皆 1であるの
で，単数群の標準的な生成元すなわちD = −3なら eπi/3, D = −4なら i =

√
−1, それ以外

‡もともとこの節の内容は，2006年春に浅井哲也氏に送ったノートを元にしている．その後以下とほぼ同じ
議論が [HKT] に出た.
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のD < −4のときは−1を意味するものと約束する．これはまた，wDで単数群の位数を表
すことにすれば，

ε+
D = e

2πi
wD (D < 0)

である．これの対数は「主値」をとるものとし，

log ε+
D =

2πi

wD

と約束する．また D < 0のとき
√
D = i

√
|D|とする． χD で当該の二次体に対応する

Kronecker 指標，L(s, χD)をディリクレの L-関数とする．このとき解析的類数公式は

(85) L(1, χD) =
1√
D
h+

D log ε+
D

と書くことが出来る．これは，余り注意されないが，上に書いた如くに記号を理解すれば，
実，虚，どちらの二次体でも通用する統一的な公式である．
さて，二次体の類数公式に到達するにはL(1, χD)を有限の形に書く必要がある．その際に

ψ(x)を経由し，ψ(x)の有理数点での値に関するガウスの公式を用いる，というのがここで
記したい方法である. まず，

(86) L(1, χD) = − 1

|D|

|D|−1∑
m=1

χD(m)ψ
( m
|D|
)
.

これは容易で，ζ(s; x) =
∑∞

n=0
1

(x+n)s をフルヴィッツのゼータ関数とするとよくやる変形で

L(s, χD) =
1

|D|s

|D|−1∑
m=1

χD(m)ζ(s;
m

|D|
).

これに
lim
s→1

(
ζ(s;x)− 1

s− 1

)
= −ψ(x)

（Whittaker-Watson 参照），および
|D|−1∑
m=1

χD(m) = 0

を用いればよい．
(85)，(86)から，類数公式を ψ(x)を使って書いた形

|D|−1∑
m=1

χD(m)ψ
( m
|D|
)

= −
√
Dh+

D log ε+
D

を得る．
さてここでガウスの公式を述べる（彼の有名な超幾何級数の論文 [Gau]中にある）．

Theorem (Gauss). m,n, (0 < m < n)を自然数とするとき，

ψ
(m
n

)
= −γ − log n− π

2
cot

mπ

n
+

n−1∑
l=1

cos
2mlπ

n
log
(
2 sin

lπ

n

)
.
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面白いことに，この左辺は比m/nにしかよらないのに右辺はm→ mr, n→ nrとすると
見かけが変わる．勿論値は変わらないが，そのことを確かめるのはちょっとした演習問題で
ある.

この公式で nを |D|として
∑|D|−1

m=1 χD(m)ψ
(

m
|D|

)
に代入して計算する． まずD < 0とし

よう．すると χDは奇指標であり，一方 cosは偶関数であるから，

|D|−1∑
m=1

χD(m) cos
2mlπ

|D|
= 0

となる．また
∑|D|−1

m=1 χD(m) = 0であるから，結局 cotの項だけが生き残って，

|D|−1∑
m=1

χD(m)ψ
( m
|D|
)

= −π
2

|D|−1∑
m=1

χD(m) cot
mπ

|D|
.

これと (85)，(86)を組み合わせれば

hD =
wD

4
√
|D|

|D|−1∑
m=1

χD(m) cot
mπ

|D|
.

次にD > 0のとき，今度は χDが偶指標で cotが奇関数なので，cosの方が生き残る． ガ
ウス和

D−1∑
m=1

χD(m) cos
2mlπ

D
= χD(l)

√
D

に注意すると，
|D|−1∑
m=1

χD(m)ψ
( m
|D|
)

=
√
D

D−1∑
l=1

χD(l) log(2 sin
lπ

D
)

となり，(85)，(86)と併せて

h+
D log ε+

D = −
D−1∑
l=1

χD(l) log(2 sin
lπ

D
)

を得る．

ψ(x)は他にも整数論的に面白い性質を内包していないであろうか？
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4 おまけ：等号付き多重ゼータ値（by 若林徳子）
4.1 級数による定義といくつかの具体的な値
定義 4.1.1 (等号付き多重ゼータ値, multiple zeta-star value) 正の整数 k1, k2, . . . , kn ≥
1, ただし k1 ≥ 2，に対して, 等号付き多重ゼータ値 ζ?(k1, k2, . . . , kn) を次の級数で定める :

　
ζ?(k1, k2, . . . , kn) :=

∑
m1≥m2≥···≥mn≥1

1

mk1
1 m

k2
2 · · ·mkn

n

.

「通常の」多重ゼータ値とは，和をとる際に等号を許す点が異なっている．Euler が考えたの
は ζ?(k1, k2) である．
ここで,多重ゼータ値の場合と同様に, k := k1 + k2 + · · · + kn を等号付き多重ゼータ値

ζ?(k1, k2, . . . , kn) の重さ (weight), n を深さ (depth), s := ]{i|ki ≥ 2} を高さ (height)という.

定義からも分かるように, §1.1で定義した多重ゼータ値，上記の等号付多重ゼータ値は互い
に他の線形和で書くことができる. 例えば,

ζ?(k1, k2) = ζ(k1, k2) + ζ(k1 + k2),

ζ(k1, k2) = ζ?(k1, k2)− ζ?(k1 + k2),

ζ?(k1, k2, k3) = ζ(k1, k2, k3) + ζ(k1 + k2, k3) + ζ(k1, k2 + k3) + ζ(k1 + k2 + k3),

ζ(k1, k2, k3) = ζ?(k1, k2, k3)− ζ?(k1 + k2, k3)− ζ?(k1, k2 + k3) + ζ?(k1 + k2 + k3),

· · ·

などである. n = 1のときはRiemann ゼータ値となる. どちらの多重ゼータ値も, 殆どの場
合, 無理性などの数としての性質は分かっていない. §1.1で述べたように, 多重ゼータ値には
いくつか具体的な値が知られているものがある. これらの等号付き多重ゼータ値版に対応す
るものも具体的な値が知られている. 例えば,

? (Hoffman[H1], Zlobin[Zl], 宗田 [Mu2])

ζ?(2k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n 個

) = (有理数)× π2kn,

? (宗田 [Mu2])

ζ?(3, 1, 3, 1, . . . , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n 個

) = (有理数)× π4n,

? (宗田 [Mu2])∑
j0+j1+···+j2n=1

j0,j2,...,j2n≥0

ζ?({2}j0 , 3, {2}j1 , 1, {2}j2 , . . . , 3, {2}j2n−1 , 1, {2}j2n) = (有理数)× π4n+2,

? (今富-田中-田坂-若林 [ITTW]),∑
j0+j1+···+j2n=2

j0,j2,...,j2n≥0

ζ?({2}j0 , 3, {2}j1 , 1, {2}j2 , . . . , 3, {2}j2n−1 , 1, {2}j2n) = (有理数)× π4n+4,

などがある. また, 最後の式の一般化が最近, 近藤宏樹, 斎藤新悟, 田中立志の共同研究によっ
て得られている.
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4.2 いろいろな関係式
この節では, §1.3で紹介した和公式の等号付き多重ゼータ値版を紹介し, 和公式を細分化
する関係式として知られている巡回和公式を紹介する. また, §1.2で紹介した双対性の等号
付き多重ゼータ値版に相当する類似物を紹介する.

和公式 (sum formula). 重さ k, 深さ n (1 ≤ n < k) を固定して, その重さ, 深さを持つ等号
付き多重ゼータ値すべての和をとると Riemann ゼータ値の整数倍となる:∑

k1+k2+···+kn=k

∀ki≥1,k1≥2

ζ?(k1, k2, . . . , kn) =

(
k − 1

n− 1

)
ζ(k).

多重ゼータ値の和公式は, Moenと Hoffmanによって予想され, Granvilleと Zagierによって
独立に証明されたが, それよりも以前に Hoffman によって多重ゼータ値の和公式と等号付き
多重ゼータ値の和公式が互いに同値であることが証明されていた. そのことから, Granville

と Zagier の証明によってこの等号付き多重ゼータ値の和公式も証明されたことになる. こ
れらの和公式を均等に細分化した関係式が巡回和公式である.

多重ゼータ値の巡回和公式 (cyclic sum formula for multiple zeta value) (Hoffman-

Ohno [HO]). ある番号 qに対して kq > 1である k1, k2, . . . , kn ≥ 1に対して,

n∑
j=1

kj−1∑
i=1

ζ(kj − i+ 1, kj+1, . . . , kn, k1, . . . , kj−1, i) =
n∑

j=1

ζ(kj + 1, kj+1, . . . , kn, k1, . . . , kj−1).

等号付き多重ゼータ値の巡回和公式 (cyclic sum formula for multiple zeta-star value)

(Ohno-Wakabayashi [OW]). ある番号 qに対して kq > 1である k1, k2, . . . , kn ≥ 1に対して,

n∑
j=1

kj−1∑
i=1

ζ?(kj − i+ 1, kj+1, . . . , kn, k1, . . . , kj−1, i) = kζ(k + 1),

ここで，k = k1 + k2 + · · ·+ knである．また左辺内側の和はともに，kj = 1 のときは 0とす
る．
(注意: [HO]や [OW]とは表記が異なるが同じことを意味している.)

どちらの巡回和公式も, 多重ゼータ値あるいは等号付き多重ゼータ値の級数表示と部分分数
分解を用いて直接計算するという証明方法である. この２つの巡回和公式が同値であること
は自明ではないが, 井原-梶川-大野-奥田 [IKOO]により直接計算により, 田中-若林 [TW]では
川島の関係式 [Kaw]と呼ばれる多重ゼータ値間の関係式族に帰着させることにより代数的に
証明されている.

双対性と呼ばれる関係式については §1.2で紹介した. 等号付き多重ゼータ値には多重ゼー
タ値の双対性に対応する関係式が存在しないと思われていた. しかし, リーマンゼータ値で
生成される代数を法とすれば，等号付き多重ゼータ値にもある種の双対性と思える関係式が
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存在することが金子 [K]によって予想され, 金子-大野 [KO]によって証明された.

等号付き多重ゼータ値の「双対性」 (“duality” for multiple zeta-star value) (金子 [K],

金子-大野 [KO]). 自然数m, n ≥ 2に対し,

ζ?(n, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

)− (−1)n+mζ?(m, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) ∈ Q[ζ(2), ζ(3), ζ(5), . . . ](87)

が成り立つ.

これは, 適当なインデックスの組で等号付き多重ゼータ値の和をとることにより, Riemann

ゼータ値の多項式で書けるというものである. 通常の多重ゼータ値の高さ 1における双対
性は

ζ(n+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m−1

) = ζ(m+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

)

と表されるため, (87)は高さ 1における等号付き多重ゼータ値の双対性とみなせる関係式で
ある. 金子-大野 [KO]では, 以下で述べる 4つの既存の関係式を組み合わせることで証明さ
れている. 荒川-金子のゼータ関数 [AK1]

ξk(s) :=
1

Γ(s)

∫ ∞

0

ts−1

et − 1
Lik(1− e−t) (Re(s) > 0)

について知られている以下の関係式を用いる. 荒川-金子のゼータ関数は次のような多重ゼー
タ関数（のひとつのインデックスのみ変数にしたもの）の和で表わされるということが知ら
れている.

Arakawa-Kaneko([AK1]). 任意の正の整数 k に対して,

ξk(s) =(−1)k−1


k−2∑
i=0

ζ(s, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−2−i

) + sζ(s+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k−1

)


+

k−2∑
j=1

(−1)jζ(k − j)ζ(s, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j

)

が成り立つ.

また, 荒川-金子のゼータ関数の正整数点での値が高さ 1の等号付き多重ゼータ値で表わさ
れるという関係式も知られている.

大野([O]). 任意の整数 k ≥ 2, n ≥ 1 に対し

ξk−1(n) = ζ?(k, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

)

となる.
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これら 2つの関係式を組み合わせると, (87)の左辺を多重ゼータ値を用いて表す式を得るが，
そこに §1.3で紹介した大野関係式 [O]を用いるとそれが高さ 1の多重ゼータ値で現されるこ
とが分かる．そこで, §1.4.5の定理 1.4.16から従う，高さ 1の多重ゼータ値に関する結果

ζ(k, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

) ∈ Q[ζ(2), ζ(3), ζ(5), . . . ]

を用いれば (87)が証明される. また, 次の節で述べるある (等号付き)多重ゼータ値を係数と
する母関数を用いた別証明も山崎 [Y]によって知られている.

4.3 多重ゼータ値および等号付き多重ゼータ値のある和の母関数
この節では, 大野-Zagier[OZ]および青木-昆布-大野 [AKO]により得られた，多重ゼータ値
及び等号付き多重ゼータ値のある和の母関数について紹介する.

任意の整数 k, n, s, (k, n, s ≥ 0)に対し, インデックスの集合 I, I0を

I(k, n, s) = {重さ k,深さ n,高さ sのインデックス kの集合 },

I0(k, n, s) = {k = (k1, k2, . . . , kn) | k ∈ I(k, n, s), k1 ≥ 2},

と定義する.

大野-Zagier[OZ]では, 重さ, 深さ, 高さを固定した多重ゼータ値の和の母関数が以下のよう
にGauss の超幾何関数の 1での特殊値を用いて表され, さらにそれが，Riemann ゼータ値の
有理数係数多項式を係数とする表示をもつことが示されている.

大野-Zagier([OZ])

∑
k,n,s≥0

 ∑
k∈I0(k,n,s)

ζ(k)

 xk−n−syn−szs−1 =
1

xy − z

(
1− 2F1

(
α− x, β − x

1− x
; 1

))

=
1

xy − z

{
1− exp

(
∞∑

n=2

ζ(n)

n
(xn + yn − αn − βn)

)}
,(88)

ただし, α, βは α+ β = x+ y, αβ = zとする.

§1.3でも述べたように, (88)を特殊化することによりLe-Murakamiの関係式 [LM1]を導く
ことができる. 実際, 大野-Zagier[OZ]では, y = −xで (88)を特殊化し, Eulerの公式 (1)を用
いることで得られている. 大野-Zagier[OZ]までは, Le-Murakamiの関係式 [LM1]は結び目の
不変量の方面からしか得られていなかった. (88)を特殊化することで様々な関係式が得られ
ている. z = xyとすると和公式が得られ, z = 0で特殊化すると,

∑
a,b>0

ζ(a+ 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
b−1

)xb−1ya−1 =
1

xy

(
1− exp

(
∞∑

n=2

ζ(n)
xn + yn − (x+ y)n

n

))
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となり, これは定理 1.4.16で紹介したAomoto[Ao], Drinfel’d[Dr], Zagierの結果である. また,

x = y = 0とすると ζ(2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n

) = π2n

(2n+1)!
を得ることもできる.

大野-Zagier[OZ]の等号付き多重ゼータ値版に対応する母関数の研究も青木-昆布-大野 [AKO]

によってなされている.

青木-昆布-大野([AKO]).

∑
k,n,s≥0

 ∑
k∈I0(k,n,s)

ζ?(k)

xk−n−syn−sz2s−2 =
1

(1− x)(1− y)− z2 3F2

(
1− x, 1, 1

2− α, 2− β
; 1

)
,

(89)

ここで, α, βは α+ β = x+ y, αβ = xy − z2であり, 3F2

(
a1,a2,a3

b1,b2
; t
)
は

3F2

(
a1, a2, a3

b1, b2
; t

)
=

∞∑
n=0

(a1)n(a2)n(a3)n

(b1)n(b2)n

tn

n!

で定義される一般超幾何関数である.

つまり, 重さ, 深さ, 高さを固定した等号付き多重ゼータ値の和を係数とする母関数が, 一
般超幾何関数の 1での特殊値を用いて表されるというものである. (89)をさらに特殊化する
ことにより, 様々な関係式を導くこともできる. 例えば, y = xとすると青木-大野 [AO]で得
られている関係式 ∑

k∈
S

n I0(k,n,s)

ζ?(k) = 2

(
k − 1

2s− 1

)
(1− 21−k)ζ(k)

が得られ, さらに x = 0とすると ζ?(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n 個

) = (有理数) × π2nを得ることが可能である.

(89)は次のように書き表わすこともできる.

∑
k,n,s≥0

 ∑
k∈I0(k,n,s)

ζ?(k)

xk−n−syn−sz2s−2

=

∫ 1

0

{
s−β(1− s)y−1 Γ(β − α)Γ(x− α− β + 1)

Γ(1− α)Γ(x− α+ 1)
2F1

(
α, α− x
α− β + 1

; s

)
+s−α(1− s)y−1 Γ(α− β)Γ(x− α− β + 1)

Γ(1− β)Γ(x− β + 1)
2F1

(
β, β − x
β − α+ 1

; s

)}
ds.

前節で紹介した等号付き多重ゼータ値の双対性は, 山崎 [Y]によって青木-昆布-大野 [AKO]

の母関数のこの表示を用いる別証明が与えられている.
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5 演習問題略解
1. 重さ k, 深さ nの多重ゼータ値の個数は k1 + k2 + · · · + kn = k, k1 ≥ 2, k2, k3, . . . , kn ≥ 1

の整数解の個数である. すなわち k′1 + k′2 + · · ·+ k′n = k − n− 1, k′1, k
′
2, . . . , k

′
n ≥ 0の整数解

の個数となる. したがって, nHk−n−1 = k−2Ck−n−1 = k−2Cn−1個. 重さ kの多重ゼータ値の個
数は

∑
1≤n≤k−1

(
k−2
n−1

)
= 2k−2個.

2. π2 = 9.86 . . . ; 10かつ kが十分大ならば ζ(2k) ; 1であるため.

3.

ζ(k − 1, 1) + ζ(k)

=
∑

m≥n>0

1

mk−1n
=

∞∑
m=1

(
m∑

n=1

1

n

)
1

mk−1
=

∞∑
m,n=1

(
1

n
− 1

m+ n

)
1

mk−1

=
∞∑

m,n=1

1

mk−2n(m+ n)
=

∞∑
m,n=1

n+m

mk−2n(m+ n)2

=
∞∑

m,n=1

(
1

mk−3n(m+ n)2
+

1

mk−2(m+ n)2

)
= · · ·

=
∞∑

m,n=1

(
1

mk−4n(m+ n)3
+

1

mk−3(m+ n)3
+

1

mk−2(m+ n)2

)
= · · ·

=
∞∑

m,n=1

(
1

mn(m+ n)k−2
+

1

m2(m+ n)k−2
+ · · ·+ 1

mk−2(m+ n)2

)
= · · ·

=
∞∑

m,n=1

(
1

n(m+ n)k−1
+

1

m(m+ n)k−1
+

1

m2(m+ n)k−2
+ · · ·+ 1

mk−2(m+ n)2

)
= 2ζ(k − 1, 1) + ζ(k − 2, 2) + · · ·+ ζ(2, k − 2).

4. x3 − x− 1 = 0の 3つの解を α, β, γとすると, dkの満たす 3項漸化式から

dk = −α
k+2(β − γ) + βk+2(γ − α) + γk+2(α− β)

(α− β)(β − γ)(γ − α)

を得る．これを見るには母関数を使って（(1− x2 − x3)
∑∞

k=0 dkx
k = 1が漸化式と等価）

∞∑
k=0

dkx
k =

1

1− x2 − x3
=

1

(1− αx)(1− βx)(1− γx)

= − 1

(α− β)(β − γ)(γ − α)

{
α2(β − γ)
1− αx

+
β2(γ − α)

1− βx
+
γ2(α− β)

1− γx

}
と部分分数分解をし，右辺の各項を等比級数に展開して係数を較べればよい．
αを（唯一の）実数根 α = 1.3247179572 . . .とすると，残りの β, γ は= −0.6623589786±

0.5622795120 . . .
√
−1で，その絶対値は |β| = |γ| = 0.8688369618 . . . < 1である．したがって，

dk = −α
k+2(β − γ) + βk+2(γ − α) + γk+2(α− β)

(α− β)(β − γ)(γ − α)
≈

k:十分大

αk+2

(α− β)(α− γ)
= 0.41149× (1.3247 . . .)k(� 2k).
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5. 多重ゼータ値の級数表示における積の規則より, n ≥ 2に対し,

ζ(2k)ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−1

) = nζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n

) +
n−1∑
i=1

ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
i−1

, 4k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−i−1

)

ζ(4k)ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−2

) =
n−1∑
i=1

ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
i−1

, 4k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−i−1

) +
n−2∑
i=1

ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
i−1

, 6k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−i−2

)

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

ζ(2nk − 2k)ζ(2k) = ζ(2nk − 2k, 2k) + ζ(2k, 2nk − 2k) + ζ(2nk).

これらの辺々を交代的に加えると,

n−1∑
m=1

(−1)mζ(2mk)ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−m

) = −nζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n

) + (−1)n−1ζ(2nk).(90)

これを用いて
ζ(2k, 2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸

n

) = C(k)
n (2πi)2nk/(2nk)!

(ただし, C
(k)
0 = 1, C

(k)
n = 1

2n

∑n
m=1(−1)m

(
2nk
2mk

)
B2mkC

(k)
n−m (n ≥ 1))を nに関する帰納法で

示す. n = 0のときは明らか. n = 1のとき, Euler の公式 (1)を用いると

右辺 = C
(k)
1

(2πi)2k

(2k)!
= −B2k(2πi)

2k

2(2k)!
= ζ(2k) =左辺.

n− 1のまで成り立つと仮定する. (90), Euler の公式 (1)および帰納法の仮定より,

ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n

) =− 1

n

n−1∑
m=1

(−1)mζ(2mk)ζ(2k, . . . , 2k︸ ︷︷ ︸
n−m

)− 1

n
(−1)nζ(2nk)

=− 1

n

n−1∑
m=1

(−1)m

(
−1

2

B2mk

(2mk)!
(2πi)2mk

)
C

(k)
n−m(2πi)2(n−m)k

(2(n−m)k)!

− 1

n
(−1)n

(
−1

2

B2nk

(2nk)!
(2πi)2nk

)
=

(
1

2n

n∑
m=1

(−1)m

(
2nk

2mk

)
B2mkC

(k)
n−m

)
(2πi)2nk

(2nk)!

=C(k)
n

(2πi)2nk

(2nk)!
.

6. （今冨耕太郎君による）
∞∑

n=0

Li3, 1, . . . , 3, 1
| {z }

2n 個

(x) t4n = F
( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1;x

)
F
( t

1− i
,
−t

1− i
; 1;x

)
が, 微分作用素 (

(1− x) d

dx

)2(
x
d

dx

)2 − t4
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で消えることを導く. A := x d
dx

, B := (1− x) d
dx
とおくと,

(B2A2 − t4)

 ∞∑
n=0

Li3, 1, . . . , 3, 1
| {z }

2n 個

(x) t4n

 = 0

は明らか. したがって,

(B2A2 − t− 4)

(
F
( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1;x

)
F
( t

1− i
,
−t

1− i
; 1;x

))
= 0

を示す. ここで, Φ = Φ(t; x) = y1y2, ただし y1 = F
(

t
1+i
, −t

1+i
; 1;x

)
, y2 = F

(
t

1−i
, −t

1−i
; 1; x

)
と

すると,

(A2y1)y2 + y1(A
2y2) = 0(91)

(後で証明)より,

A2Φ = (A2y1)y2 + 2(Ay1)(Ay2) + y1(A
2y2) = 2(Ay1)(Ay2)

となり,

B2A2Φ = 2(B2Ay1)(Ay2) + 4(BAy1)(BAy2) + 2(Ay1)(B
2Ay2)(92)

を得る.

注意 5.0.1 F = F (α, β, γ;x)は微分方程式

x(1− x)d
2F

dx2
+ {γ − (α+ β + 1)x}dF

dx
− αβF = 0

を満たす.

このことを用いると, y1, y2はそれぞれ微分方程式

x(1− x)y′′1 + (1− x)y′1 = − t
2

2i
y1(93)

x(1− x)y′′2 + (1− x)y′2 =
t2

2i
y2(94)

を満たす. ここで, BAϕ = x(1− x)ϕ′′ + (1− x)ϕ′よりBAy1 = − t2

2i
y1, BAy2 = t2

2i
y2を得る.

これを (92)に代入すると,

B2A2 = t4Φ + it2{(By1)(Ay2)− (Ay1)(By2)}

となり,

(By1)(Ay2)− (Ay1)(By2) = 0(95)

(後で証明)より,

(B2A2 − t4)Φ = 0
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を得る.

(91)の証明：A2ϕ = x2ϕ′′ + xϕ′および (93)より

x2y′′1 + xy′1 = − t
2

2i

x

1− x
y1, x

2y′′2 + xy′2 =
t2

2i

x

1− x
y2

なので,

A2y1 = − t
2

2i

x

1− x
y1, A

2y2 = − t
2

2i

x

1− x
y2

を得る. したがって,

(A2y1)y2 + y1(A
2y2) =

(
− t

2

2i

x

1− x
y1

)
y2 + y1

(
t2

2i

x

1− x
y2

)
となる.

(95)の証明：

(By1)(Ay2) = (1− x)dy1

dx
x
dy2

dx
= x

dy1

dx
(1− x)dy2

dx
= (Ay1)(By2)

より従う.

等式
∞∑

n=0

Li3, 1, . . . , 3, 1
| {z }

2n 個

(x) t4n = F
( t

1 + i
,
−t

1 + i
; 1;x

)
F
( t

1− i
,
−t

1− i
; 1;x

)
の両辺を 1, 2, 3回微分しそれぞれ x = 0を代入すると,

(左辺)|x=0 = 1, (右辺)|x=0 = 1,
d
dx

(左辺)|x=0 = 0, d
dx

(右辺)|x=0 = 0,
d2

dx2 (左辺)|x=0 = t4

4
, d2

dx2 (右辺)|x=0 = t4

4
,

d3

dx3 (左辺)|x=0 = −t4, d3

dx3 (右辺)|x=0 = −t4

となり, すべてが一致するので結論を得る.

7. kの重さ =
∑s

i=1(ai + bi) = k′の重さ, kの深さ =
∑s

i=1 bi, k′の深さ =
∑s

i=1 aiより.

8. 省略
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9.

Li1(z)Li4(z) = Li1,4(z) + Li2,3(z) + Li3,2(z) + 2Li4,1(z)

Li1(z)Li1,3(z) = 2Li1,3,1(z) + 2Li1,1,3(z) + Li1,2,2(z)

Li1(z)Li2,2(z) = 2Li2,2,1(z) + 2Li2,1,2(z) + Li1,2,2(z)

Li1(z)Li3,1(z) = 3Li3,1,1(z) + Li1,3,1(z) + Li2,2,1(z)

Li1(z)Li1,1,2(z) = 2Li1,1,2,1(z) + 3Li1,1,1,2(z)

Li1(z)Li1,2,1(z) = 3Li1,2,1,1(z) + 2Li1,1,2,1(z)

Li1(z)Li2,1,1(z) = 4Li2,1,1,1(z) + Li1,2,1,1(z)

Li1(z)Li1,1,1,1(z) = 5Li1,1,1,1,1(z)

Li2(z)Li3(z) = Li2,3(z) + 3Li3,2(z) + 6Li4,1(z)

Li2(z)Li1,2(z) = 2Li1,2,2(z) + 2Li2,1,2(z) + 2Li2,2,1(z) + 4Li1,3,1(z)

Li2(z)Li2,1(z) = Li2,1,2(z) + 3Li2,2,1(z) + 6Li3,1,1(z)

Li2(z)Li1,1,1(z) = Li1,1,1,2(z) + 2Li1,1,2,1(z) + 3Li1,2,1,1(z) + 4Li2,1,1,1(z)

Li1,1(z)Li1,2(z) = 3Li1,2,1,1(z) + 4Li1,1,2,1(z) + 3Li1,1,1,2(z)

Li1,1(z)Li2,1(z) = Li1,1,2,1(z) + 3Li1,2,1,1(z) + 6Li2,1,1,1(z)

Li1,1(z)Li1,1,1(z) = 10Li1,1,1,1,1(z)

Li3(z)Li1,1(z) = Li1,1,3(z) + 2Li1,3,1(z) + 3Li3,1,1(z) + Li1,2,2(z) + Li2,1,2(z) + 2Li2,2,1(z)

重さ 2, 3, 4までの積およびこれらから,

Li1(z)Li1, . . . , 1
| {z }

k−1

(z) = kLi1, . . . , 1
| {z }

k

(z)

や

Li2(z)Li1, . . . , 1
| {z }

k−1

(z) =
k∑

i=1

iLi1, . . . , 1
| {z }

k−i

,2,1, . . . , 1
| {z }

i−1

(z)

が推測できる.

10. nに関する帰納法で証明する. n = 1のとき, Li1(z) = Li1(z). n = k − 1のとき成り立
つと仮定する. n = kのとき, 補題 1.2.3より

d

dz
(Li(z)k) = k

(
d

dz
Li1(z)

)
Li1(z)

k−1 =
k

1− z
Li1(z)

k−1.

帰納法の仮定および補題 1.2.3より,

d

dz
(Li(z)k) =

k!

1− z
Li1, 1, . . . , 1

| {z }

k−1 個

(z) = k!
d

dz
Li1, 1, . . . , 1

| {z }

k 個

(z).

したがって, Li(z)k = k!Li1, 1, . . . , 1
| {z }

k 個

(z).

11. 重さは dt

1− t
と dt

t
の個数, 深さは dt

1− t
の個数であるため.
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12.

Lim(z)Lin(z) =

∫ z

0

dt

t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
m−1

◦ dt

1− t


∫ z

0

dt

t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
n−1

◦ dt

1− t


=

n−1∑
i=0

(m− 1 + i)!

(m− 1)!i!

∫ z

0

dt

t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
m−1+i

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
n−1−i

◦ dt

1− t

+
m−1∑
j=0

(n− 1 + j)!

(n− 1)!j!

∫ z

0

dt

t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
n−1+j

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ . . . ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
m−1−j

◦ dt

1− t

=
n−1∑
i=0

(
m− 1 + i

i

)
Lim+i,n−i(z) +

m−1∑
j=0

(
n− 1 + j

j

)
Lin+j,m−j(z).

13. 変数変換u =
t

s
, v =

1− s
1− t

について逆変換を考える. 第2式を変形した式v(1−t) = 1−s

に, 第 1式を s =
t

u
と変形し代入しすると t =

u(v − 1)

uv − 1
を, t = usと変形し代入すると

s =
v − 1

uv − 1
を得る. 次に, s, tをそれぞれ u, vで微分すると,

∂s

∂u
= −v v − 1

(uv − 1)2
,
∂s

∂v
=

u− 1

(uv − 1)2
,
∂t

∂u
= − (v − 1)

(uv − 1)2
,
∂t

∂v
=

u(u− 1)

(uv − 1)2

となるので, 関数行列式は,

J =

∣∣∣∣∣ ∂s
∂u

∂s
∂v

∂t
∂u

∂t
∂v

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −v v−1
(uv−1)2

u−1
(uv−1)2

− (v−1)
(uv−1)2

u(u−1)
(uv−1)2

∣∣∣∣∣ =
(u− 1)(v − 1)

(uv − 1)4

∣∣∣∣∣ −v 1

−1 u

∣∣∣∣∣ = −(u− 1)(v − 1)

(uv − 1)3

となる.

14. 大野の関係式において, l = 0とすると双対性が得られ, l = 1とし双対性と組み合わせる
とHoffman の関係式を得る. また, 重さ k, 深さ nで, l = k − n− 1とすると和公式が得られ
る.

15. k1 ≥ 2に対して, 級数表示を用いて ζ(1)と ζ(k1, k2, . . . , kn)の積を考えると,

ζ(1)ζ(k1, k2, . . . , kn)

=

(
∞∑

m=1

1

m

)( ∑
m1>m2>···>mn>0

1

mk1
1 m

k2
2 · · ·mkn

n

)

=

( ∑
m>m1>m2>···>mn>0

+
∑

m=m1>m2>···>mn>0

+
∑

m1>m>m2>···>mn>0

+
∑

m1>m=m2>···>mn>0

+ · · ·

+
∑

m1>m2>···>mn−1>m>mn>0

+
∑

m1>m2>···>mn−1>m=mn>0

+
∑

m1>m2>···>mn>m>0

)
1

mmk1
1 m

k2
2 · · ·mkn

n

= ζ(1, k1, k2, . . . kn) +
n∑

i=1

ζ(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kn) +
n∑

j=1

ζ(k1, . . . , kj, 1, kj+1, . . . , kn)
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となる. 一方, 積分表示を用いて積を計算すると,

ζ(1)ζ(k1, k2, . . . , kn)

=

(∫ 1

0

dt

1− t

)∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t


=

∫ 1

0

dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t

+

k1−2∑
i=0

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1−i

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
i

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · ·

◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t

+

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t

+

k2−2∑
i=0

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1−i

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
i

◦ dt

1− t
◦ · · ·

◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t

+

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t

+ · · ·

+
kn−2∑
i=0

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · ·

◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1−i

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
i

◦ dt

1− t

+

∫ 1

0

dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
k2−1

◦ dt

1− t
◦ · · · ◦ dt

t
◦ · · · ◦ dt

t︸ ︷︷ ︸
kn−1

◦ dt

1− t
◦ dt
t

= ζ(1, k1, k2, . . . , kn) +
n∑

l=1

kl−2∑
j=0
kl≥2

ζ(k1, . . . , kl−1, kl − j, j + 1, kl+1, . . . , kn)

+
n∑

i=1

ζ(k1, . . . , ki, 1, ki+1, . . . , kn)

を得る. 両者が等しいと見ると, 第 1項および第 2項同士が打ち消しあい, Hoffman の関係式
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を得る.

16. 例 1.4.3の第 2式は, nに関する帰納法で証明する. n = 1のときは明らか. n = 2のと
き, y X y = y(1 X y) + y(y X 1) = 2y2で成り立つ. n− 1まで成り立つと仮定する. ここで,

y X yk−1 = kykである. なぜならば, k = 1のときは明らか. k − 1まで成り立つと仮定する
と, kのとき,

y X yk−1 = y(1 X yk−1) + y(y X yk−2) = yk + y((k − 1)yk−1) = kyk

となる. これを用いると, nのとき帰納法の仮定より,

yXn = y X yX(n−1) = y X (n− 1)!yn−1 = (n− 1)!(y X yn−1) = n!yn

となる. 同様に第 3式も得られる.

第 5式を qに関する帰納法で証明する. q = 1のときは第 2式より明らか. q − 1まで成り
立つと仮定すると,

z1 X zq = z1zq + x(z1 X zq−1)

= z1zq + x

(
zq−1z1 +

q−2∑
i=0

z1+izq−1−i

)

= z1zq + zqz1 +

q−2∑
i=0

z2+izq−1−i = zqz1 +

q−1∑
i=0

z1+izq−i

となる.

第 4式は, n = p+qに関する帰納法で示す. n = 2のときは第 2式より明らか. n = p+q−1

のとき成り立つと仮定する. p, q ≥ 2ならば, 帰納法の仮定より,

zp X zq =x(zp−1 X zq) + x(zp X zq−1)

=

q−1∑
i=0

(
p− 2 + i

i

)
zp+izq−i +

p−2∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
zq+j−1zp−j−1

+

q−2∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
zp+i+1zq−i−1 +

p−1∑
j=0

(
q − 2 + j

j

)
zq+jzp−j

= zpzq +

q−1∑
i=1

((
p− 2 + i

i

)
+

(
p− 2 + i

i− 1

))
zp+izq−i

+ zqzp +

p−1∑
j=1

((
q − 2 + j

j

)
+

(
q − 2 + j

j − 1

))
zq+jzp−j

=

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
zp+izq−i +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
zq+jzp−j

を得る. p = 1, q ≥ 1の場合は第 5式で得られているので，これらを合わせると p, q ≥ 1に
対して

zp X zq =

q−1∑
i=0

(
p− 1 + i

i

)
zp+izq−i +

p−1∑
j=0

(
q − 1 + j

j

)
zq+jzp−j
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が成り立つ. また, シャッフル積の意味を考えると, x · · ·x︸ ︷︷ ︸
p−1

y と x · · ·x︸ ︷︷ ︸
q−1

y のどちらかの y が先

にくるかで和が 2つに分かれ, “x · · ·xyx · · · y”の形の作り方と思うと直接得られる.

17. 収束インデックス kに対し,

|ζM(k)− ζ(k)| = O(M−1 logJ M) (M →∞, J はある正数)

を示せばよい. まず, k = (k1, k2, . . . kn), k1 ≥ 2, k2, . . . , kn ≥ 1に対し,

ζ(k)− ζM(k) =

( ∑
m1>···>mn>0

−
∑

M>m1>···>mn>0

)
1

mk1
1 · · ·mkn

n

=
∞∑

m1=M

∑
m1>···mn>0

1

mk1
1 · · ·mkn

n

=
∞∑

m1=M

1

mk1
1

∑
m2>···mn>0

1

mk2
2 · · ·mkn

n

.

ここで,

A(m1) =
∑

m2>···mn>0

1

mk2
2 · · ·mkn

n

とおくと,

A(m1) ≤
m1−1∑

m2,...,mn=1

1

m2 · · ·mn

=

(
m1−1∑
r=1

1

r

)n−1

および
m1−1∑
r=1

1

r
= ζm1(1) = logm1 + γ +O

(
1

m1

)
= logm1 +O(1) = O(logm1)

より, ある定数Cが存在し
A(m1) < C(logm1)

n−1

となるので,

|ζ(k)− ζM(k)| ≤
∞∑

m1=M

C(logm1)
n−1

mk1
1

< C

(∫ ∞

M

(log x)n−1

xk1
dx+

(logM)n−1

Mk1

)
.

部分積分を繰り返すことにより∫ ∞

M

(log x)n−1

xk1
dx = O(M−(k1−1)(logM)n−1) (M →∞)

となるので,

M |ζ(k)− ζM(k)| = O(M−k1+2(logM)n−1) (M →∞).

したがって, −k1 + 2 ≤ 0より

|ζ(k)− ζM(k)| = M−1O(logJ M) = O(M−1 logJ M) (M →∞, J :ある正数)
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を得る.

18. (42)の両辺を 2乗した

π = lim
N→∞

24N(N !)4

(2N)!(2N)!N

を用いる.

lim
N→∞

N∏
n=1

4n2

4n2 − 1
= lim

N→∞

N∏
n=1

(2n)2(2n)2

(2n+ 1)(2n)(2n− 1)(2n)

= lim
N→∞

24N(N !)4

(2N)!(2N)!(2N + 1)

= lim
N→∞

{(
24N(N !)4

(2N)!(2N)!(2N + 1)

2N + 1

N

)
N

2N + 1

}
=
π

2
.

lim
N→∞

N∏
n=1

4n(n+ 1)

(2n+ 1)2
= lim

N→∞

N∏
n=1

4n(2n)2(n+ 1)

(2n+ 1)(2n)(2n+ 1)(2n)

= lim
N→∞

22N(2N)2(N !)3(N + 1)!

(2N)!(2N)!(2N + 1)2

= lim
N→∞

{(
24N(N !)4

(2N)!(2N)!N

)
N(N + 1)

(2N + 1)2

}
=
π

4
.

19. (32)を

Γ(1 + x) = lim
N→∞

Nx

(1 + x)(1 + x
2
)(1 + x

3
) · · · (1 + x

N
)

= lim
N→∞

exp

(
log

Nx

(1 + x)(1 + x
2
)(1 + x

3
) · · · (1 + x

N
)

)
= lim

N→∞
exp

(
− log

(
(1 + x)

(
1 +

x

2

)(
1 +

x

3

)
· · ·
(
1 +

x

N

))
+ logNx

)
= lim

N→∞
exp

(
−

N∑
r=1

log
(
1 +

x

r

)
+ x logN

)
と変形する. Euler-Maclaurin の公式の一番簡単な形

N∑
r=1

f(r) =

∫ N

1

f(t)dt+
1

2
(f(N) + f(1)) +

∫ N

1

B̃1(t)f
′(t)dt

を用いると,

−
N∑

r=1

log
(
1 +

x

r

)
+ x logN

=−
∫ N

1

log
(
1 +

x

t

)
dt− 1

2

(
log
(
1 +

x

N

)
+ log(1 + x)

)
−
∫ N

1

B̃1(t)

(
log
(
1 +

x

t

)′)
dt

+ logNx.
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ここで, 部分積分を用いると∫ N

1

log
(
1 +

x

t

)
dt = log

(
1 +

x

N

)N+x

− log(1 + x)1+x + logNx

が得られるので,

−
N∑

r=1

log
(
1 +

x

r

)
+ x logN

=− log
(
1 +

x

N

)N+x

+ log(1 + x)1+x − logNx

− log
(
1 +

x

N

) 1
2 − log(1 + x)

1
2 −

∫ N

1

B̃1(t)

(
1

t+ x
− 1

t

)
dt+ logNx

=− log
(
1 +

x

N

)N+x+ 1
2

+ log(1 + x)x+ 1
2 −

∫ N

1

B̃1(t)

(
1

t+ x
− 1

t

)
dt

となる. よって, 両辺の expをとりN →∞の極限をとると

Γ(1 + x) = exp

(
−x+ log(1 + x)x+ 1

2 −
∫ N

1

B̃1(t)

(
1

t+ x
− 1

t

)
dt

)
= e−x(1 + x)x+ 1

2 exp

(∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
exp

(
−
∫ ∞

1

B̃1(t)

t+ x
dt

)

= e−x(1 + x)x+ 1
2 exp

(∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
exp

(
−
∫ ∞

0

B̃1(t)

t+ x
dt

)
exp

(∫ 1

0

B̃1(t)

t+ x
dt

)

を得る. ここで,

exp

(∫ 1

0

B̃1(t)

t+ x
dt

)
= e ·

(
1 +

1

x

)−x− 1
2

なので, µ(x) = −
∫∞

0

eB1(t)
t+x

dtとおくと

Γ(1 + x) = e−xxx+ 1
2

(
1 +

1

x

)x+ 1
2

exp

(∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
eµ(x)e ·

(
1 +

1

x

)−x− 1
2

= exp

(
1 +

∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
e−xxx+ 1

2 eµ(x)

となる. ここで, x = n ∈ Nのとき µ(n) = µnより,

Γ(1 + n) = exp

(
1 +

∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
e−nnn+ 1

2 eµn

となり, Stirling 公式 (43)と比べることによって

exp

(
1 +

∫ ∞

1

B̃1(t)

t
dt

)
=
√

2π
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が分かる. したがって,

Γ(1 + x) =
√

2πxx+ 1
2 e−x+µ(x), µ(x) = −

∫ ∞

0

B̃1(t)

t+ x
dt

が得られる. 評価 0 < µ(x) < 1/12x は (40)を求めたときと同様の議論で,

0 <

(
x+ n+

1

2

)
log

(
1 +

1

x+ n

)
− 1

=
2(x+ n) + 1

2
log

(
1 + 1

(2(x+n)+1)

1− 1
(2(x+n)+1)

)
− 1

=
1

3(2(x+ n) + 1)2
+

1

5(2(x+ n) + 1)4
+

1

7(2(x+ n) + 1)6
+ · · ·

<
1

3(2(x+ n) + 1)2
· 1

1− 1
(2(x+n)+1)2

=
1

12(x+ n)((x+ n) + 1)

=
1

12

(
1

x+ n
− 1

x+ n+ 1

)
より

0 < µ(x) =
∞∑

n=0

(
x+ n+

1

2

)
log

(
1 +

1

x+ n

)
− 1

<
1

12

∞∑
n=0

(
1

x+ n
− 1

x+ n+ 1

)
=

1

12x

となり得られる.

20. Cl

∑m
n=1

logl n
n
と
∫ m

1
x−1 logl xdxを比較する.∫ m

1

x−1 logl xdx =
1

l + 1
logl+1m

および ∫ m

1

x−1 logl xdx =

∫ el

1

x−1 logl xdx+

∫ m

el

x−1 logl xdx

≤ Cl

el∑
n=1

n−1 logl n+
m∑

n=el

n−1 logl n

= Cl

m∑
n=1

n−1 logl n (ただしClはmに無関係な定数)

より

logl+1m ≤ Cl
′

m∑
n=1

n−1 logl n (ただしCl
′はmに無関係な定数)
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を得る.

21. 等式
log Γ(x) =

(
x− 1

2

)
log x− x+ log

√
2π + µ(x) (x > 0)

を 1回微分したものを h(x)とおく. ただし,

µ(x) = −
∫ ∞

0

B̃1(t)

x+ t
dt

とする. つまり,

Γ
′
(x)

Γ(x)
= log x− 1

2x
+ µ′(x) = h(x).

一方,∣∣∣∣µ(n)(x)

n!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−
∫ ∞

0

(−1)nB̃1(t)

(x+ t)n+1
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣(−1)nB̃1(t)

(x+ t)n+1

∣∣∣∣∣ dt
≤
∫ ∞

0

1

(x+ t)n+1
dt =

[
− 1

n(x+ t)n

]∞
0

=
1

nxn
= O

(
1

xn

)
(x→∞)

より,

µ(n)(x) = O

(
1

xn

)
(x→∞)

が得られる. したがって,

h(x) = log x+O

(
1

x

)
(x→∞)

および, n ≥ 1のとき,

h(n)(x) = O

(
1

xn

)
(x→∞)(96)

が成り立つ. 次に,

Γ(l)(x)

Γ(x)
= h(l)(x) +

l−1∑
i=1

h(x)l−1−if(x) (f(x) ∈ Q[h
′
(x), h(2)(x), . . .])(97)

を帰納法で示す. l = 1のときは Γ
′
(x)

Γ(x)
= h(x). l − 1まで成り立つと仮定すると,

Γ(l)(x)

Γ(x)
=hl(x) + (l − 1)h(x)l−2h

′
(x) + h(x)

l−2∑
i=1

h(x)l−2−if(x)

+
l−3∑
i=1

(l − 2− i)h(x)l−3−ih
′
(x)f(x) +

l−2∑
i=1

h(x)l−2−if
′
(x)

=hl(x) +
l−1∑
i=1

h(x)l−1−ig(x) (g(x) ∈ Q[h
′
(x), h(2)(x), . . .]).
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したがって, (96), (97)より,

Γ(l)(x)

Γ(x)
= h(l)(x) +

l−1∑
i=1

h(x)l−1−i ·O
(

1

x

)
= logl x+O

(
logl−1 x

x

)
(x→∞).

22. y∗xyxy = yxyxy+xy2xy+xyxy2 +x2yxy+xyx2yおよび y X xyxy = yxyxy+2xy2xy+

2xyxy2であるので, (56)より

Z(regX (y X xyxy − y ∗ xyxy)) = ζ(3, 2) + ζ(2, 3)− ζ(2, 2, 1)− ζ(2, 1, 2) = 0

を得る. 同様に

Z(regX (y X xxxy − y ∗ xxxy)) =ζ(5)− ζ(4, 1)− ζ(3, 2)− ζ(2, 3) = 0,

Z(regX (y X xxyy − y ∗ xxyy)) =ζ(4, 1) + ζ(3, 2)− ζ(3, 1, 1)− ζ(2, 2, 1) = 0,

Z(regX (y X xyyy − y ∗ xyyy)) =ζ(3, 1, 1) + ζ(2, 2, 1) + ζ(2, 1, 2)− ζ(2, 1, 1, 1) = 0,

Z(regX (xy X xxy − xy ∗ xxy)) =ζ(5)− 6ζ(4, 1)− 2ζ(3, 2) = 0,

Z(regX (xy X xyy − xy ∗ xyy)) =ζ(4, 1)− 6ζ(3, 1, 1) + ζ(2, 3)− ζ(2, 2, 1) = 0,

Z(regX (yy X xxy − yy ∗ xxy)) =− ζ(4, 1)− ζ(3, 2) + ζ(3, 1, 1)− ζ(2, 3) + ζ(2, 2, 1)

+ ζ(2, 1, 2) = 0,

Z(regX (yy X xyy − yy ∗ xyy)) =ζ(3, 2)− ζ(3, 1, 1)− 2ζ(2, 2, 1)− ζ(2, 1, 2)

+ ζ(2, 1, 1, 1) = 0,

Z(regX (yxy X xy − yxy ∗ xy)) =− 2ζ(4, 1) + 12ζ(3, 1, 1)− ζ(2, 3) + 2ζ(2, 2, 1)

− ζ(2, 1, 2) = 0,

Z(regX (yyy X xy − yyy ∗ xy)) =ζ(3, 1, 1) + ζ(2, 2, 1) + ζ(2, 1, 2)− ζ(2, 1, 1, 1) = 0

を得る. これらのうち独立な関係式の個数は 6個であり, 一方, 重さ 5の多重ゼータ値の個数
が 8個より, 重さ 5の多重ゼータ値の空間の次元は 2以下である.
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(57)を用いると

Z(reg∗(y X xxxy − y ∗ xxxy)) =ζ(5)− ζ(4, 1)− ζ(3, 2)− ζ(2, 3) = 0,

Z(reg∗(y X xxyy − y ∗ xxyy)) =ζ(4, 1) + ζ(3, 2)− ζ(3, 1, 1)− ζ(2, 2, 1) = 0,

Z(reg∗(y X xyxy − y ∗ xyxy)) =ζ(3, 2) + ζ(2, 3)− ζ(2, 2, 1)− ζ(2, 1, 2) = 0,

Z(reg∗(y X xyyy − y ∗ xyyy)) =ζ(3, 1, 1) + ζ(2, 2, 1) + ζ(2, 1, 2)− ζ(2, 1, 1, 1) = 0,

Z(reg∗(xy X xxy − xy ∗ xxy)) =ζ(5)− 6ζ(4, 1)− 2ζ(3, 2) = 0,

Z(reg∗(xy X xyy − xy ∗ xyy)) =ζ(4, 1)− 6ζ(3, 1, 1) + ζ(2, 3)− ζ(2, 2, 1) = 0,

Z(reg∗(yy X xxy − yy ∗ xxy)) =− ζ(5) + ζ(4, 1) + 2ζ(3, 2) + ζ(2, 3)− ζ(2, 2, 1) = 0,

Z(reg∗(yy X xyy − yy ∗ xyy)) =− ζ(4, 1)− ζ(3, 2) + ζ(3, 1, 1)− ζ(2, 3) + ζ(2, 2, 1)

+ ζ(2, 1, 2) = 0,

Z(reg∗(yxy X xy − yxy ∗ xy)) =− ζ(5) + 3ζ(4, 1) + 5ζ(3, 2) + 8ζ(3, 1, 1)− 2ζ(2, 2, 1)

− ζ(2, 1, 2) = 0,

Z(reg∗(yyy X xy − yyy ∗ xy)) =
1

2
ζ(5)− 1

2
ζ(4, 1)− 3

2
ζ(3, 2)− ζ(2, 3) + ζ(2, 2, 1)

+
1

2
ζ(2, 1, 2) = 0

を得る. これらのうち独立な関係式の個数も 6個であり, 重さ 5の多重ゼータ値の空間の次
元は 2以下である.

23. 定理 1.4.18, (i)および ρの定義より

Z∗
k(T ) = ρ−1 ◦ ZX

k (T ) = ρ−1

(
ν∑

j=0

cj
T j

j!

)
=

ν∑
j=0

cj
j!
ρ−1(T j).

ここで, T j =
(

d
du

)j
eTu
∣∣∣
u=0
を用いると,

Z∗
k(T ) =

ν∑
j=0

cj
j!

dj

duj ρ
−1(eTu)

∣∣∣∣
u=0

=
ν∑

j=0

cj
j!

dj

duj

(
1

Γ(1 + u)
e(T−γ)u

)∣∣∣∣
u=0

=
ν∑

j=0

cj
j!

{
j∑

i=0

(
j

i

)(
d(j−i)

du(j−i)

1

Γ(1 + u)

)
(T − γ)ie(T−γ)u

}∣∣∣∣∣
u=0

=
ν∑

j=0

cj
j!

j∑
i=0

(
j

i

) (
d(j−i)

du(j−i)

1

Γ(1 + u)

)∣∣∣∣
u=0

(T − γ)i.

jを ν − jとすると

Z∗
k(T ) =

ν∑
j=0

cν−j

(ν − j)!

ν−j∑
i=0

(
ν − j
i

) (
d(ν−j−i)

du(ν−j−i)

1

Γ(1 + u)

)∣∣∣∣
u=0

(T − γ)i

=
ν∑

i=0

[
ν−i∑
j=0

cν−j

(ν − j)!

(
ν − j
i

) (
d(ν−j−i)

du(ν−j−i)

1

Γ(1 + u)

)∣∣∣∣
u=0

]
(T − γ)i

=
ν∑

i=0

[
ν−i∑
j=0

cν−j

(ν − j − i)!

(
d(ν−j−i)

du(ν−j−i)

1

Γ(1 + u)

)∣∣∣∣
u=0

]
(T − γ)i

i!
.
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したがって, Z∗
k(T ) =

∑ν
j=0 bj

(T−γ)j

j!
より, 両辺の (T−γ)i

i!
の係数を比較することで,

bj =
ν−i∑
j=0

cν−j

(ν − j − i)!

(
d(ν−j−i)

du(ν−j−i)

1

Γ(1 + u)

)∣∣∣∣
u=0

(98)

を得る. 一方, (i)および 1
Γ(1+s)

のTaylor展開

1

Γ(1 + s)
=

∞∑
n=0

1

n!

(
dn

dsn

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

sn

より,

ζ(k : s) =
1

Γ(1 + s)
Γ(1 + s)ζ(k : s)

=
1

Γ(1 + s)

(
ν∑

j=0

cj
sj

+O(s)

)

=

{
∞∑

n=0

1

n!

(
dn

dsn

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

sn

}(
ν∑

j=0

cj
sj

+O(s)

)

=
ν∑

j=0

j∑
n=0

cj
n!

(
dn

dsn

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

1

sj−n
+O(s)

ここで, nを j − nとすると,

ζ(k : s) =
ν∑

j=0

j∑
n=0

cj
(j − n)!

(
d(j−n)

ds(j−n)

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

1

sn
+O(s)

となり, jを ν − jとすると,

ζ(k : s) =
ν∑

j=0

ν−j∑
n=0

cν−j

(ν − j − n)!

(
d(ν−j−n)

ds(ν−j−n)

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

1

sn
+O(s)

=
ν∑

n=0

ν−n∑
j=0

cν−j

(ν − j − n)!

(
d(ν−j−n)

ds(ν−j−n)

1

Γ(1 + s)

)∣∣∣∣
s=0

1

sn
+O(s)

となる. したがって, (98)を用いると,

ζ(k : s) =
ν∑

n=0

bn
sn

+O(s)

を得る.

24. k1 ≥ 2に対し,

∂1(x
k1−1y) =

k1−2∑
i=0

xk1−i−2∂1(x)x
iy + xk1−1∂1(y) =

k1−2∑
i=0

xk1−i−1yxiy − xk1y
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なので, 両辺をZで写すと
k1−2∑
i=0

ζ(k1 − i, i+ 1)− ζ(k1 + 1) = 0

となる. したがって, ある番号 l, kl ≥ 2に対し,

∂1(x
k1−1yxk2−1y · · ·xkn−1y) =

k1−2∑
i=0

xk1−i−1yxiyxk2−1y · · ·xkn−1y

+

k2−2∑
i=0

xk1−1yxk2−i−1yxiyxk3−1y · · · xkn−1y

+ · · ·

+
kn−2∑
i=0

xk1−1yxk2−1y · · · xkn−1−1yxkn−i−1yxiy

−
n∑

j=1

xk1−1yxk2−1y · · ·xkj−1−1yxkjyxkj+1−1y · · ·xkn−1y

=
∑
1≤l≤n
kl≥2

kl−2∑
i=0

xk1−1yxk2−1y · · ·xkl−1−1yxkl−i−1yxiyxkl+1−1y · · ·xkn−1y

−
n∑

j=1

xk1−1yxk2−1y · · ·xkj−1−1yxkjyxkj+1−1y · · ·xkn−1y

となる. したがって, 両辺にZを施してHoffmanの関係式 (10) を得る.

25. (64)の右辺
∞∑

n=1

(−1)n−1znu
n ∗

∞∑
m=0

(yu)m =
∞∑

n=1

∞∑
m=0

(−1)n−1(zn ∗ z1
m)un+m

において, n+m = lとすると,

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)n−1(zn ∗ z1
m)un+m =

∞∑
l=1

{
l∑

n=1

(−1)n−1(zn ∗ z1l−n)

}
ul

となる. これが (64)の左辺
∑∞

l=1(ly
l)ulと等しいことを示す. つまり, 正の整数 lに対して

l∑
n=1

(−1)n−1zn ∗ z1
l−n = lz1

l

を示せばよい. lに関する帰納法で示す. l = 1のとき左辺= z1 ∗ z1
0 = z1 =右辺. l − 1のと

き成り立つ仮定する. lのとき,

l∑
n=1

(−1)n−1zn ∗ z1
l−n =

l−1∑
n=1

(−1)n−1zn ∗ z1l−n + (−1)l−1zl.
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ここで, zn ∗ z1
l−n = znz1

l−n + z1(zn ∗ z1l−n−1) + zn+1z1
l−n−1および帰納法の仮定より,

l∑
n=1

(−1)n−1zn ∗ z1l−n =
l−1∑
n=1

(−1)n−1(znz1
l−n) +

l−1∑
n=1

(−1)n−1(zn+1z1
l−n−1)

+ (l − 1)z1
l + (−1)l−1zl

=z1
l +

l−1∑
n=2

(−1)n−1(znz1
l−n) +

l−2∑
n=1

(−1)n−1(zn+1z1
l−n−1) + (−1)l−2zl

+ (l − 1)z1
l + (−1)l−1zl

=lz1
l

を得る.

26. 任意のHの元w,w′に対してXの定義より y X (ww′) = (y X w)w′ + w(y X w′)− wyw′

なので, yww′ − y X (ww′) = (yw − (y X w))w′ − w(yw′ − (y X w′))となる. ここで,

d(w) := yw− y X wより d(ww′) = d(w)w′ −wd(w′) (∀w,w′ ∈ H)となり, dはHの導分であ
る.

次に,(74)を証明するために

1

n!
dn(w) = (−1)n

(
yn

Xw − y(yn−1
Xw)

)
(n ≥ 1, w ∈ H)

を帰納的に証明する. n = 1のときは明らか. n− 1のとき成り立つと仮定する. nのとき,

1

n!
dn(w) =

1

n
d

(
dn−1(w)

(n− 1)!

)
=

1

n
d
(
(−1)n−1(yn−1

X w − y(yn−2
X w))

)
=

(−1)n

n

{
d(y(yn−2

X w))− d(yn−1
X w)

}
.

ここで, d(w) := yw − y X wおよびXの結合法則より,

1

n!
dn(w) =

(−1)n

n

{
y2(yn−2

X w))− y X (y(yn−2
X w))− y(yn−1

X w) + y X (yn−1
Xw)

}
=

(−1)n

n

{
−y((y Xyn−2) X w)− y(yn−1

X w) + (y X yn−1)Xw
}

を得る. したがって, y X yi = (i+ 1)yi+1を用いると,

1

n!
dn(w) =

(−1)n

n

{
−y((n− 1)yn−1

X w)− y(yn−1
X w) + (nyn) Xw

}
=

(−1)n

n

{
−n(y(yn−1

X w)) + n(yn
Xw)

}
= (−1)n(yn

X w − y(yn−1
X w)).
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上の式において両辺 n = 1から∞までの和をとると,

∞∑
n=1

1

n!
dn(w) =

∞∑
n=1

(−1)n(yn
X w)−

∞∑
n=1

(−1)ny(yn−1
X w)

=
∞∑

n=0

(−1)n(yn
X w)− w +

∞∑
n=1

(−1)n−1y(yn−1
X w)

=

(
∞∑

n=0

(−y)n

)
X w − w + y

{(
∞∑

n=0

(−y)n

)
X w

}

=
1

1 + y
X w − w + y

(
1

1 + y
X w

)
.

したがって,

Ψ(w) = (exp(d))(w) =
∞∑

n=0

dn(w)

n!
= (1 + y)

(
1

1 + y
X w

)
を得る.

最後に (75)を示す.

(1 + y)

(
1

1 + y
X x

)
= (1 + y)

{(
1− y

1 + y

)
X x

}
= (1 + y)x− (1 + y)

(
y

1 + y
X x

)
= (1 + y)x− (1 + y)y

(
1

1 + y
X x

)
− (1 + y)

xy

1 + y

より, 右辺の第 2項を左辺に移行し (y + 1)で両辺を割ると

(1 + y)

(
1

1 + y
X x

)
= x

(
1− y

1 + y

)
となり, Ψ(x) = x(1 + y)−1を得る. 同様にΨ(y) = y(1 + y)−1も得る.
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以上挙げた文献はほぼ文中で引用したものに限られ，網羅的なものでは全くない．まえが
きにも書いたように，Michael Hoffman が多重ゼータ値関連の論文情報を自身のホームペー
ジにおいて “References on Multiple Zeta Values and Euler Sums”

( http://www.nadn.navy.mil/Users/math/meh/biblio.html )

として公開している．興味にしたがってこちらをご覧頂きたい．電子的に入手可能なものに
はリンクが張ってあり便利である.
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